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Аннотация 
Работа посвящена получению матрицы 

жесткости высокоточного, плоского конечного 

элемента с 6 степенями своды в узле, для решения 

плоских задач теории упругости методом конечных 

элементов. 

В научной литературе представлены подоб-

ные высокоточные элементы высоких порядков. 

Однако, теоретические результаты этих работ до-

статочно далеки от их практического применения. 

В настоящей работе приводиться исчерпывающе 

подробный вывод матрицы жесткости высокоточ-

ного конечного элемента. По аналогии, может быть 

получена матрица жесткости тетраэдрального ко-

нечного элемента с 12 степенями свободы в узле. 

Для тестирования полученной матрицы жесткости, 

была написана программа, основанная на MKЭ, с 

помощью которой выполнен расчет консольной 

балки. Погрешность расчета перемещений состави-

ла всего 0,22 %.  

Вывод: представленная в статье матрица 

жесткости, с большим успехом может использо-

ваться в численных методах расчета напряженно-

деформированного состояния. 

Ключевые слова: задача, теория, упругость, 

перемещения, деформация, напряжение, расчет, 

консольная балка. 
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The work is devoted to obtaining the stiffness 

matrix of a high-precision, flat finite element with 6 

degrees of freedom in the node, for solving plane elas-

ticity problems by the finite element method. 

The scientific literature describes higher order 

elements. However, the theoretical results of these 

studies are quite far from their practical application. 

This paper gives a very detailed derivation of the stiff-

ness matrix of a high-precision finite element. Similar-

ly, a stiffness matrix of a tetrahedral finite element with 

12-degree-of-freedom node can be obtained. To test the 

obtained stiffness matrix, a program based on the FEM 

was written, with the help of which the cantilever beam 

is calculated. The error in calculating displacements is 

only 0.22%. 
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Conclusion: the stiffness matrix presented in the 

paper can be used with great success in numerical 

methods for calculating the stress-strain state. 

Keywords: problem, theory, elasticity, dis-

placement, deformation, stress, calculation, cantilever 

beam.

 
Reference for citing: 

Yakovlev A.V., Kazakov O.D., Boldyrev AP.  Triangular finite element with six-degree-freedom node. Transport Engi-

neering. 2022;5:22 - 29. doi: 10.30987/2782-5957-2022-5-22-29. 

 

Введение 

В настоящее время в методе конеч-

ных элементов (МКЭ) используется боль-

шое количество самых разнообразных ко-

нечных элементов. Наиболее перспектив-

ными для решения плоских задач теории 

упругости следует считать треугольные 

конечные элементы [2]. Во-первых, эти 

элементы позволяют более гибко произво-

дить конечно-элементную дискретизацию 

исследуемой области. Во-вторых, тре-

угольная область обладает определенными 

преимуществами с точки зрения матема-

тической задачи двухмерной интерполя-

ции [3].  

На рис. 1 показан высокоточный ко-

нечный элемент с 6 степенями свободы в 

узле, в котором, в качестве степеней сво-

боды используются перемещения и произ-

водные от перемещений. Такой конечный 

элемент будет обладать повышенной точ-

ность, поскольку связывает условиями не-

прерывности не только поля перемещений, 

но и поля деформаций. 

Принятие дифференциала поля пере-

мещений в качестве степени свободы 

упрощает расчет напряжений в узлах, по-

скольку компоненты тензора напряжений в 

узле выражаются через первые производ-

ные поля перемещений. По этой же при-

чине имеется возможность задавать гра-

ничные условия в напряжениях. Настоя-

щая статья посвящена выводу матрицы 

жесткости треугольного конечного эле-

мента с шестью степенями свободы в узле. 

 

 

Поля перемещений 

Обозначим узлы треугольного ко-

нечного элемента (рис 2) буквами 𝑖, 𝑗 и 𝑘. 

Каждому узлу треугольника соответству-

ют координаты (𝑋𝑖, 𝑌𝑖), (𝑋𝑗 ,  𝑌𝑗) и 

(𝑋𝑘,  𝑌𝑘). 

Для треугольного конечного элемен-

та более естественно использование 𝐿 -

координат [4]. В этом случае, поле пере-

мещений внутри конечного элемента мож-

но описать с помощью пары однородных 

кубических полиномов: 

 

𝑢(𝐿) = 𝛼1𝐿𝑖
3 + 𝛼2𝐿𝑗

3 + 𝛼3𝐿𝑘
3 + 𝛼4𝐿𝑖

2𝐿𝑗 + 𝛼5𝐿𝑗
2𝐿𝑘 + 𝛼6𝐿𝑘

2𝐿𝑖 + 𝛼7𝐿𝑗
2𝐿𝑖 + 𝛼8𝐿𝑗

2𝐿𝑘
2 + 𝛼9𝐿𝑖

2𝐿𝑘 + 𝛼10𝐿𝑖𝐿𝑗𝐿𝑘

𝑣(𝐿) = 𝛽1𝐿𝑖
3 + 𝛽2𝐿𝑗

3 + 𝛽3𝐿𝑘
3 + 𝛽4𝐿𝑖

2𝐿𝑗 + 𝛽5𝐿𝑗
2𝐿𝑘 + 𝛽6𝐿𝑘

2𝐿𝑖 + 𝛽7𝐿𝑗
2𝐿𝑖 + 𝛽8𝐿𝑗

2𝐿𝑘
2 + 𝛽9𝐿𝑖

2𝐿𝑘 + 𝛽10𝐿𝑖𝐿𝑗𝐿𝑘
}(1) 

 или более коротко: 

{𝑢(𝐿)} = [𝛼10] ⋅ {𝐿10}.          (2) 

Рис. 1. Треугольный конечный элемент, с 

шестью степенями свободы в узле 
Fig. 1. A triangular finite element 

with six degrees of freedom at the node 
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Рис. 2. Система координат 𝑆𝑖 , 𝑆𝑗 , 𝑆𝑘 

Fig. 2. Coordinate system 𝑆𝑖 , 𝑆𝑗 , 𝑆𝑘 

 

Для того, чтобы в качестве степеней 

свободы использовать производные от пе-

ремещений вдоль сторон 𝑆𝑟(𝑟 = 𝑖,  𝑗,  𝑘) 

треугольника, выполним дифференциро-

вание зависимостей (1). 

𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑆𝑟
=

𝜕

𝜕𝑆𝑟
[𝛼10]{𝐿10} = [𝛼10]

𝜕{𝐿10}

𝜕𝑆𝑟
.          (3) 

Видим, что дифференцирование век-

торной функции {𝑢(𝐿)} свелось к диффе-

ренцированию векторной функции {𝐿10}. 
Найдем соответствующие производные. 

Для чего, каждой стороне треугольника 

𝑙𝑟(𝑟 = 𝑖,  𝑗,  𝑘) поставим в соответствие 

координату 𝑆𝑟 с началом в младшем узле 

(рис. 2). 

Рассмотрим сторону 𝒋𝒌 треугольни-

ка. Связь между координатой 𝑺𝒊 и декарто-

вой системой 𝒙,  𝒚 задается очевидными 

соотношениями:

𝑥 =   
𝑐𝑖

𝑙𝑖
𝑆𝑖 + 𝑋𝑗

𝑦 = −
𝑏𝑖

𝑙𝑖
𝑆𝑖 + 𝑌𝑗

}.      (4) 

Для других сторон могут быть выпи-

саны аналогичные соотношения. Тогда 

производная сложной функции по коорди-

нате 𝑆𝑟 (𝑟 = 𝑖,  𝑗,  𝑘) запишем следующим 

образом:

𝜕{𝐿10}

𝜕𝑆𝑟
=

𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑖
⋅
𝜕𝐿𝑖

𝜕𝑆𝑟
+
𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑗
⋅
𝜕𝐿𝑗

𝜕𝑆𝑟
+
𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑘 
⋅
𝜕𝐿𝑘

𝜕𝑆𝑟
.    (5) 

Функции 𝐿𝑝(𝑝 = 𝑖,  𝑗,  𝑘) входящие в (5), являются сложными функциями от координат 

𝑥,  𝑦. Поэтому: 
𝜕𝐿𝑝

𝜕𝑆𝑟
=

𝜕𝐿𝑝

𝜕𝑥
⋅
𝜕𝑥

𝜕𝑆𝑟
+
𝜕𝐿𝑝

𝜕𝑦
⋅
𝜕𝑦

𝜕𝑆𝑟
.                (6) 

Имея в виду известные зависимости (4): 
𝜕𝐿𝑝

𝜕𝑆𝑟
=

1

2⋅𝛥⋅𝑙𝑟
(𝑏𝑝𝑐𝑟 − 𝑏𝑟𝑐𝑝). 

Для треугольника известны соотношения 

𝑐𝑖𝑏𝑘 − 𝑐𝑘𝑏𝑖 = 𝑐𝑗𝑏𝑖 − 𝑐𝑖𝑏𝑗 = 𝑐𝑘𝑏𝑖 − 𝑐𝑗𝑏𝑘 = 𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 + 𝑎𝑘 = 2𝛥, 

учитывая которые, для различных сочетаний 𝑝 и 𝑟 из набора 𝑖, 𝑗, 𝑘: 

𝜕𝐿𝑝

𝜕𝑆𝑟
= {

𝑙𝑟
−1 при 𝑟 = 𝑖,  𝑝 = 𝑘;  𝑟 = 𝑗,  𝑝 = 𝑖;  𝑟 = 𝑘,  𝑝 = 𝑗

−𝑙𝑟
−1 при 𝑟 = 𝑖,  𝑝 = 𝑗;  𝑟 = 𝑗,  𝑝 = 𝑘;  𝑟 = 𝑘,  𝑝 = 𝑖
0 при 𝑟 = 𝑝

. 

Подставляя эти зависимости в (9), получаем производные по конкретным переменным 

𝑆𝑖, 𝑆𝑗, и 𝑆𝑘: 
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𝜕{𝐿10}

𝜕𝑆𝑖
=

1

𝑙𝑖
(−

𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑗
+
𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑘
)

𝜕{𝐿10}

𝜕𝑆𝑗
=

1

𝑙𝑗
(−

𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑘
+
𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑖
)

𝜕{𝐿10}

𝜕𝑆𝑘
=

1

𝑙𝑘
(−

𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑖
+
𝜕{𝐿10}

𝜕𝐿𝑗
)
}
 
 

 
 

. 

Эти зависимости можно представить 

как произведение некоторой матрицы 

[𝑇𝑟](𝑟 = 𝑖,  𝑗,  𝑘), строение которой оче-

видно, на вектор {𝐿6}: 
𝜕{𝐿10}

𝜕𝑆𝑟
=

1

𝑙𝑟
[𝑇𝑟]{𝐿6}, где 𝑟 ∈ 𝑖,  𝑗,  𝑘.    (7) 

Где: 

{𝐿6}
𝑇 = {𝐿𝑖

2,  𝐿𝑗
2,  𝐿𝑘

2 ,  𝐿𝑖𝐿𝑗 , 𝐿𝑗𝐿𝑘 , 𝐿𝑘𝐿𝑖} 

Подставив эти зависимости в (3) получаем: 
𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑆𝑟
=

1

𝑙𝑟
[𝛼10][𝑇𝑟]{𝐿6}, где 𝑟 ∈ 𝑖,  𝑗,  𝑘.    (8) 

 

Векторы узловых перемещений 

Введем вектор узловых перемещений 

[5]. С этой целью, выполним некоторые 

преобразования (8). Умножим (8) на длину 

стороны треугольника 𝑙𝑟. Получим: 
𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑆𝑟
⋅ 𝑙𝑟 = [𝛼10][𝑇𝑟]{𝐿6}.                 (9) 

Введем определение производной от функции {𝑢(𝐿)} вдоль некоторой стороны тре-

угольника 𝑙𝑟. 

{𝑢(𝑙)},,𝑟 =
𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑆𝑟
⋅ 𝑙𝑟.       

В этом случае, зависимость (9) примет вид: 

{𝑢(𝑙)},,𝑟 = [𝛼10][𝑇𝑟]{𝐿6}.            (10) 

Новое понятие производной обеспе-

чивает независимость компонент матрицы 

[𝛼10] от размеров стороны треугольника и 

делает зависимость (10) универсальной 

для любого конечного элемента при диф-

ференцировании вдоль любой из его сто-

рон. 

Теперь можно определить векторы 

узловых перемещений. Введем два ло-

кальных вектора узловых перемещений с 

компонентами, упорядоченными вдоль 

направлений 𝑥 и 𝑦. 

{𝑈}𝑠
𝑇 = {𝑈𝑖 𝑈𝑖,,𝑗 𝑈𝑖,,𝑘 𝑈𝑗 𝑈𝑗,,𝑘 𝑈𝑗,,𝑖 𝑈𝑘 𝑈𝑘,,𝑖 𝑈𝑘,,𝑗}

{𝑉}𝑠
𝑇 = {𝑉𝑖 𝑉𝑖,,𝑗  𝑉𝑖,,𝑘  𝑉𝑗  𝑉𝑗,,𝑘  𝑉𝑗,,𝑖 𝑉𝑘  𝑉𝑘,,𝑖  𝑉𝑘,,𝑗} 

}.  (11) 

Индекс 𝑠 здесь указывает на то, что 

производные взяты вдоль соответствую-

щих сторон треугольника по формуле (10). 

Вместе эти два вектора образуют глобаль-

ный вектор перемещений для треугольного 

конечного элемента, с компонентами, упо-

рядоченными по направлениям 𝑥 и 𝑦. 

{�̄�}𝑠
𝑇 = {{𝑈}𝑠

𝑇 {𝑉}𝑠
𝑇}. 

Введем также три локальных вектора узловых перемещений для узла 𝑝 треугольного 

конечного элемента 

{𝑈𝑝}𝑠
𝑇
= {𝑈𝑝 𝑈𝑝,,𝑟 𝑈𝑝,,𝑡 𝑉𝑝 𝑉𝑝,,𝑟 𝑉𝑝,,𝑡}.    (11) 

где 𝑝 ∈ 𝑖,  𝑗,  𝑘;  𝑟 ∈ 𝑖,  𝑗,  𝑘;  𝑡 ∈ 𝑖,  𝑗,  𝑘. 

Вместе эти три вектора образуют глобаль-

ный вектор узловых перемещений для ко-

нечного элемента, компоненты которого 

упорядочены по узлам 

{�̄�𝑝}𝑠
𝑇
= {{𝑈𝑖}𝑠

𝑇 {𝑈𝑗}𝑠
𝑇

{𝑈𝑘}𝑠
𝑇}. 

Между векторами {�̄�}𝑠 и {�̄�𝑝}𝑠 установим связь с помощью матрицы [𝐸1]: 

{�̄�}𝑠 = [𝐸1]{�̄�𝑝}𝑠.          (12) 
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Строение матрицы [𝐸1] очевидно. 

Вектор узловых перемещений с про-

изводными вдоль сторон треугольного ко-

нечного элемента мы будем использовать 

для определения компонент матрицы 

[𝛼10]. Использовать же этот вектор для 

вывода матрицы жесткости и расчете 

напряжений нельзя. В этом случае необхо-

дим вектор перемещений, компонентами 

которого будут являться производные по 

аргументам 𝑥 и 𝑦. Введем следующее 

определение производных от функций 

{𝑢(𝐿)} вдоль координатных осей 𝑥 и 𝑦. 

{𝑢(𝐿)},1 =
𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑥
,  {𝑢(𝐿)},2 =

𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑦
.        (15) 

В соответствии с (15) определим три локальных вектора узловых перемещений для узла 

𝑝 треугольного конечного элемента: 

{𝑈𝑝}𝑥
𝑇
= {𝑈𝑝 𝑈𝑝,1 𝑈𝑝,2 𝑉𝑝 𝑉𝑝,1 𝑉𝑝,2}.             (16) 

где: 𝑝 ∈ 𝑖,  𝑗,  𝑘. Индекс 𝑥 в (16) указывает на то, что производные взяты вдоль коорди-

натных осей 𝑥 и 𝑦.  

Из (9): 

{𝑢(𝐿)},,𝑟 =
𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑆𝑟
𝑙𝑟 = 𝑙𝑟 (

𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑆𝑟
+
𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑆𝑟
) 

    = 𝑙𝑟 (
𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑥
𝑐𝑟 −

𝜕{𝑢(𝐿)}

𝜕𝑦
𝑏𝑟). 

Теперь можно установить связь между векторами {𝑈𝑝}𝑠 из (11) и {𝑈𝑝}𝑥 из (16) с помо-

щью матрицы [𝑀𝑝]𝑠𝑥: 

{𝑈𝑝}𝑠 = [𝑀𝑝]𝑠𝑥{𝑈𝑝}𝑥     (17) 

где: 

[𝑀𝑝]𝑆𝑥 = [

[𝑀𝑖]𝑆𝑥 [06] [06]

[06] [𝑀𝑗]𝑆𝑥
[06]

[06] [06] [𝑀𝑘]𝑆𝑥

]. 

Здесь [06] нулевая матрица размером 6×6. 

[𝑀𝑖]𝑆𝑥 = [

1 0 0
0 𝑐𝑗 −𝑏𝑗
0 𝑐𝑘 −𝑏𝑘

]   [𝑀𝑗]𝑆𝑥 = [
1 0 0
0 𝑐𝑘 −𝑏𝑘
0 𝑐𝑖 −𝑏𝑖

]   [𝑀𝑘]𝑆𝑥 = [

1 0 0
0 𝑐𝑖 −𝑏𝑖
0 𝑐𝑗 −𝑏𝑗

] 

 

Определим коэффициенты 𝛼𝑙, 𝛽𝑙 (где 

𝑙 ∈ 1,  2, … ,  10) интерполяционных поли-

номов (1) Первые 9 коэффициентов опре-

делим из условий непрерывности переме-

щений и производных вдоль сторон тре-

угольника в его узлах. 

Для определения коэффициентов 𝛼10 

и 𝛽10 необходим ещё один узел. Этот узел 

можно задать в центре тяжести треуголь-

ного элемента, что нежелательно. Суще-

ствует много способов доопределения 

«лишних» неизвестных, которые довольно 

подробно излагаются в литературе. В ре-

зультате, можно получить матрицу преоб-

разования [Z], связывающую компоненты 

вектора перемещения внутри конечного 

элемента с узловыми перемещениями сле-

дующей зависимостью: 

{𝑢(𝐿)} = [𝛺(𝐿)] [
[𝑍] [0]

[0] [𝑍]
] {�̄�}𝑠. 

Где {𝑢(𝐿)} = {
𝑢(𝐿)
𝑣(𝐿)

},   [𝛺(𝐿)] = [
{𝐿10}

𝑇 {010}
𝑇

{010}
𝑇 {𝐿10}

𝑇],   {�̄�}𝑠 = {
{𝑈}𝑠
{𝑉}𝑠

}. 

Введем матрицу функций формы: 

[𝑁(𝐿)] = [𝛺(𝐿)] [
[𝑍] [0]

[0] [𝑍]
]. 

Тогда окончательно: 
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{𝑢(𝐿)} = [𝑁(𝐿)]{�̄�𝑝}𝑠.     (18) 

 
С целью облегчения расчета тензора 

напряжений, перейдем к использованию 

вектора узловых перемещений {�̄�𝑝}𝑥, ком-

понентами которого являются производ-

ные от перемещений вдоль координатных 
осей 𝑥 и 𝑦, для этого, подставим зависи-
мость (17) в (18): 

{𝑢(𝐿)} = [𝑁(𝐿)][𝑀]𝑠𝑥{�̄�𝑝}𝑥.         (19) 

Деформации и напряжения 
Введем вектор деформаций: 

{휀}𝑇 = {휀𝑥 𝜏𝑥𝑦 휀𝑦} = {휀11 휀12 휀22}. 
и запишем уравнения Коши в виде: 

{휀(𝐿)} = [𝑆]{𝑢(𝐿)},          (20) 
Подставим (19) в (20): 

{휀(𝐿)} = [𝑆][𝑁(𝐿)][𝑀]𝑠𝑥{�̄�𝑝}𝑥. 

В результате действия матрицы [𝑆] на матрицу [𝑁(𝐿)] будет порождена матрица гради-
ентов [𝐵(𝐿)]:  

{휀(𝐿)} = [𝐵(𝐿)][𝑀]𝑠𝑥{�̄�𝑝}𝑥.     (21) 

Уравнение (21) дает искомую зависимость между деформациями и узловыми переме-
щениями. 

 
Введем вектор напряжений: 

{𝜎}𝑇 = {𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦} = {𝜎11 𝜎12 𝜎22}. 
и запишем связь между напряжениями и деформациями в виде: 

{𝜎(𝐿)} = [𝐷]{휀(𝐿)},       (22) 
где [𝐷] - матрица упругости размером 3 ×
3 компоненты, которой определяются за-
коном Гука Искомую зависимость полу-

чим, если в (22) подставить уравнения 
(21):

{𝜎(𝐿)} = [𝐷][𝐵(𝐿)][𝑀]𝑠𝑥{�̄�𝑝}𝑥.              (23) 

 
Система разрешающих уравнений МКЭ 

Введем обозначения: 
𝐴 - работа внешних сил 
𝛱 - потенциальная энергия деформированного тела 
𝛬 - энергия системы внешних и внутренних сил 
Для вывода разрешающих уравнений МКЭ воспользуемся формулой Лагранжа [6]: 

𝛿𝛬 = 0. 
𝛬 = 𝛱 − 𝐴.        (24) 

Потенциальная энергия определяется формулой Клайперона [6]: 

𝛱 =
1

2
∫ {휀}𝑇{𝜎}𝑑𝑉
𝑉

.              (25) 

Найдем потенциальную энергию 𝛱𝜈 для ко нечного элемента с номером 𝜈, подставив в 
(25) уравнения (21) и (23): 

𝛱𝜈 =
1

2
∫ {�̄�𝑝}𝑥

𝑇
[𝑀𝜈]𝑠𝑥

𝑇 [𝐵𝜈(𝐿)]𝑇[𝐷𝜈][𝐵𝜈(𝐿)][𝑀𝜈]𝑠𝑥{�̄�𝑝}𝑥𝑑𝑉𝑉
.  (26) 

Работа внешних сил для узла 𝑝 конечного элемента с номером 𝜈: 

𝐴𝑝
𝜈 = {�̃�𝑝

𝜈}
𝑇
{𝑃𝑝

𝜈}, 

где: {�̃�𝑝
𝜈}
𝑇
= {𝑈𝑝

𝜈 𝑈𝑝
𝜈}; {𝑃𝑝

𝜈}
𝑇
= {𝑃𝑝𝑥

𝜈 𝑃𝑝𝑦
𝜈 }. 

С помощью матрицы [𝐹2], введем в зависимость (26) вектор {𝑈𝑝}𝑥 из (16)  

𝐴𝑝
𝜈 = {𝑈𝑝}𝑥

𝑇
[𝐹2]{𝑃𝑝

𝜈}, 

где: 



 

28 

 

[𝐹2] = [
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

]. 

Тогда, для конечного элемента с номером 𝜈: 

𝐴𝜈 = ∑ {𝑈𝑝
𝜈}
𝑥

𝑇
[𝐹2]{𝑃𝑝

𝜈}3
𝑝=1 . 

Выполнив суммирование по всем конечным элементам, получим: 

𝛬 =
1

2
∑ ∫ {�̄�𝑝}𝑥

𝑇
[𝑀𝜈]𝑠𝑥

𝑇 [𝐵𝜈(𝐿)]𝑇[𝐷𝜈][𝐵𝜈(𝐿)][𝑀𝜈]𝑠𝑥{�̄�𝑝}𝑥𝑑𝑉𝑉
−𝛦

𝜈=1

∑ ∑ {𝑈𝑝
𝜈}
𝑇
[𝐹2]{𝑃𝑝

𝜈}3
𝑝=1

𝛦
𝜈=1 . 

Минимизируя полученный функционал приходим к разрешающей системе уравнений 
МКЭ: 

∑ ∫ [𝑀𝜈]𝑠𝑥
𝑇 [𝐵𝜈(𝐿)]𝑇[𝐷𝜈][𝐵𝜈(𝐿)][𝑀𝜈]𝑠𝑥{�̄�𝑝}𝑥𝑑𝑉𝑉

= ∑ ∑ [𝐹2]{𝑃𝑝
𝜈}3

𝑝=1
𝛦
𝜈=1

𝛦
𝜈=1 .        (27) 

 
Матрица жесткости конечного элемента 

Интеграл в левой части (27) пред-
ставляет собой матрицу жесткости конеч-
ного элемента [𝑘]. Считая, что толщина 

конечного элемента изменяется линейно, 
запишем:

(L)=hiLi +hjLj+hkLk. 
где: ℎ𝑖 ,  ℎ𝑗 ,  ℎ𝑘 - толщина конечного эле-

мента в узлах 𝑖,  𝑗,  𝑘 и учитывая, что ком-
поненты матрицы [𝑀𝜈]𝑠𝑥 являются посто-

янными величинами, получаем матрицу 
жесткости конечного элемента: 

 
[𝑘𝜈] = [𝑀𝜈]𝑠𝑥

𝑇 ∫ [𝐵𝜈(𝐿)]𝑇[𝐷𝜈][𝐵𝜈(𝐿)]𝑑𝑉[𝑀𝜈]𝑠𝑥𝑉
.    (28) 

. 
Тестовый расчет 

Используя полученные зависимости, 
была написана программа для тестирова-
ния матрицы жесткости конечного элемен-
та и выполнен расчет перемещений для 

консольной балки (Рис. 3). Расчет имеет 
чисто математический характер, поэтому 
величины и размерности физических вели-
чин не приводятся.  

Рис. 3. Триангуляция консольной балки для выполнения тестового расчета 
Fig. 3. Triangulation of a cantilever beam for performing a test calculation 

 

Расчет перемещений для точки 𝐴 
балки (Рис. 3), по точным формулам, со-
ставил величину 2.744, а при расчете по 

методу конечных элементов получено пе-
ремещение 2.738. Таким образом, погреш-
ность расчета составила величину 0.22%.  

 
Заключение 

В представленной работе подробно 
представлен вывод матрицы жесткости 
высокоточного конечного элемента с 6 
степенями свободы в узле, для решения 
плоских задач теории упругости. Тестовый 
расчет подтвердил высокую точность ко-

нечного элемента. По полной аналогии, 
для решения объемных задач, можно по-
лучить матрицу жесткости тетраэдрально-
го конечного элемента с 12 степенями сво-
боду в узле. 
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