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Аннотация 
Цель исследования. В статье рассматривают-

ся вопросы моделирования биологически инспири-

рованного движения беспилотной летающей плат-

формы (БЛП) оснащенной машущими крыльями.  

Особое внимание уделено моделированию взаимо-

действия машущего крыла с сопротивляющейся 

воздушной средой. Поэтому, целью исследования 

является математическое моделирование приведен-

ной силы, возникающей при взаимодействии крыла 

с сопротивляющейся средой.  

Задача, решению которой посвящена статья. 

Для выполнения поставленной цели необходимо 

провести математическое моделирование враща-

тельного движения крыла БЛП с учетом кинемати-

ческих и динамических особенностей двухкоорди-

натного вращения для различных законов измене-

ния углов поворота крыла относительно продоль-

ной и поперечной осей.  

Методы исследования. Для решения постав-

ленной задачи использовались методы классиче-

ской механики, теории устойчивости движения, 

оптимального управления, теории наблюдений, 

параметрической оптимизации. 

Новизна работы заключается в алгоритмах 

формирования законов изменения углов поворота 

крыльев относительно продольной и поперечной 

осей, представленных в виде гладких функций. 

Предложен метод определения приведенной силы, 

возникающей при движении крыла. Получены за-

висимости проекций приведенной силы взаимодей-

ствия крыла с воздухом, обеспечивающие создание 

подъемной и тяговой сил. Эти силы позволяют 

БЛП перемещаться в пространстве по заданной 

траектории. 

Результаты исследования. Проведено моде-

лирование режимов движения машущего крыла и 

получены зависимости мгновенных значений про-

екций сил, создаваемых крылом при движении. Эти 

силы позволяют БЛП перемещаться в пространстве 

по заданной траектории. Показано, что управление 

движением БЛП осуществляется за счет изменения 

частоты и амплитуды колебаний крыла, а также 

изменением угла наклона нейтральной линии отно-

сительно которой происходит поворот крыла. 

Выводы: предложена модель приведенной 

силы, возникающей при движении машущего кры-

ла. Построены графики зависимостей эффективной 

площади крыла (площади миделева сечения) для 

различных параметров законов изменения углов 

поворота от времени. Проведено моделирование 

машущего движения крыльев летательного аппара-

та. Определена область параметров, при которых 

проекции перемещения крыла создают горизон-

тальную F1x, и подъёмную F1z силы при различных 

значениях проекций площадей S1х, S1y, S1z. 

Ключевые слова: машущее крыло, подъём-

ная сила, угол поворота крыла, эффективная пло-

щадь крыла. 
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Abstract 

The work objective. The paper deals with the is-

sues of modeling biologically inspired movement of an 

unmanned flying platform (UFP) equipped with flap-

ping wings. Special attention is paid to modeling the 

interaction of a flapping wing with a resisting air medi-

um. Therefore, the study aim is mathematical modeling 

of the force which occurs when the wings interact with 

the resisting medium. 

The problem to which the paper is devoted. To 

solve the problem is to make the mathematical model 

of the rotational motion of drone wing taking into ac-

count kinematic and dynamic features of two-

coordinate rotation for various angle changing relative 

to the longitudinal and transverse axes. 

Research methods. Methods of classical me-

chanics, theory of motion stability, optimal control, 

observations, parametric optimization were used to 

solve the problem. 

The novelty of the work lies in the algorithms 

for changing the angles of wings rotation relative to the 

longitudinal and transverse axes, presented as smooth 

functions. A method for defining the reduced force 

arising during the wing movement is proposed. The 

dependences of the reduced force of wing-air interac-

tion are obtained which provide the development of 

lifting and traction forces. These forces allow the drone 

to move in space along a given trajectory. 

The study results. The modes of flapping wing 

motion are simulated and the dependences of instanta-

neous force values which the wing creates during 

movement are obtained. These forces allow the drone 

to move in space along a given trajectory. It is shown 

that the drone movement is controlled by changing the 

frequency and amplitude of the wing vibrations, as well 

as by changing the angle of theneutral line inclination 

relative to which the wing rotates. 

Conclusions: a model of the reduced force aris-

ing from the flapping wing movement is proposed. 

Dependence graphs of the effective wing area (frontal 

area) for various parameters of changing rotation an-

gles from time are constructed. Flapping wing motions 

of the aircraft is simulated. The range of parameters is 

defined at which the wing movement projections create 

horizontal F1x and lifting F1z forces at different values 

of area projections S1x, S1y, S1z. 

Keywords: flapping wing, lifting force, wing 

rotation angle, effective wing area. 
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Введение 

Развитие научных технологий, появ-

ление новых современных легких и проч-

ных материалов и электронных компонен-

тов приводит к возрождению интереса к 

моделированию движения летательных ап-

паратов с машущим крылом (ЛАМК), кото-

рые имитируют полет птиц или насекомых 

[11-13]. Такие механические устройства 

обладают возможностью вертикального 

взлета, планирования, зависания над объек-

тами, а также они достаточно маневренны, 

как их биологические объекты [11-13, 17]. 

Интерес к идее копирования машущего по-

лета природных аналогов - очень велик, од-

нако его реализация связана с особенностя-

ми аэродинамической теории и отсутствием 
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опыта разработки механизмов-приводов и 

их применения [1-12].  

В природе крыло биологического 

объекта, например, птицы, реализует три 

вида вращения: вокруг оси, проходящей 

вдоль корпуса (взмахи вверх-вниз), попе-

речной оси корпуса (приводит к наклону 

крыла с целью изменения его угла атаки) и 

вокруг вертикальной оси, т.е. взмахи кры-

льев вперед и назад [11-14, 17]. Помимо 

этих вращений, крыло птиц может изме-

нять свою площадь во время взмаха для 

управления силой сопротивления в воз-

душной среде и развития подъёмной силы 

[1-6]. В отличие от птиц, у большинства 

насекомых площадь крыла не изменяется 

во время взмаха, поэтому, в данной статье 

остановимся на изучении движения неде-

формируемого крыла насекомого [13, 14, 

16].  

 

Материалы, модели, эксперименты и методы 

1. Моделирование движения машущего 

крыла 

При моделировании машущего крыла 

летательного аппарата будем рассматри-

вать его движение в абсолютной системе 

координат OXYZ (рис. 1). Свяжем с корпу-

сом робота относительную, подвижную 

систему координат C2X2Y2Z2, начало кото-

рой совпадает с центром тяжести корпуса 

С2. Ось C2X2 - направлена параллельно 

продольной оси корпуса, ось C2Y2 - 

направлена перпендикулярно плоскости 

C2X2Z2, а ось C2Z2 - перпендикулярно 

плоскости C2X2Y2. Плоскость C2X2Z2 явля-

ется плоскостью симметрии аппарата [1-6, 

13,17].  

Для описания движения крыльев 1,3 

свяжем плоскостью крыла c системой ко-

ординат С2XiYiZi (i=1,3), где С2 -  центр 

масс фюзеляжа (корпуса). Оси С2Xi совпа-

дают с осями поперечного вращения, а ось 

СiYi  принадлежит плоскостям крыльев, 

совпадают с её кромкой и с продольной 

осью вращения крыла. Таким образом, си-

стемы координат С2XiYiZi (i=1,3) могут 

вращаться относительно корпуса вместе с 

крыльями, совершая двухкоординатное 

вращение,  определяемое углами i , отно-

сительно осей CiYi и i, относительно осей 

СiXi .  
Будем рассматривать крылья как два 

твердых тела, которые сочетают движения 

по углам φi и αi, вносящие значительный 

вклад при формировании подъемной и тя-

говой сил.  

Пусть  3212
*
32  ,  или 

                 1232  .           (1) 

При моделировании необходимо 

учесть важные кинематические параметра 

крыла, такие как амплитуда взмаха, часто-

та и углы поворота i и i, в зависимости 

от положения крыла [13-17]. 

 
Рис.1. Схема систем координат, связанных с крыльями: 1,3 – крылья, 2 – фюзеляж (корпус) 

Fig. 1. Diagram of the coordinate systems associated with wings: 1,3 - wings, 2 - fuselage (hull) 
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2. Кинематическая модель машущего 

крыла 

Для удобства, будем рассматривать 

только крыло 1, положение которого 

определено поворотом на угол 1 и по-

следующим поворотом на угол 12 (рис. 

2) [13, 14]. Вращение крыла относитель-

но оси С2Y1 происходит с угловой скоро-

стью 
1 , а относительно оси C2X1 -с   уг-

ловой скоростью 
121   . 

 

 
 

Рис. 2. Схема поворота системы координат крыла 1: 
1С  скорость центра  

масс С1   крыла; а, б – геометрические параметры 

Fig. 2. The rotation scheme of the wing coordinate system 1: 
1С  is  speed  

of the center of masses C1 of a wing; a, b - geometric parameters 

 
Расстояние между точками С2 и С1 

вдоль оси C2X2 равно а, вдоль оси C2Z2 - 
равно нулю, а вдоль оси C2Y2 –b; а и b – 
переменные величины, зависящие от по-
ложения точки С1. Для приближенных 
расчетов примем их постоянными величи-
нами. 

Положение центра масс С1, во второй 

(2) системе координат определяется радиус-
вектором: 

 TСC baTr 0,,12
)2(

12
 .   (2) 

Матрицы, определяющие векторы, 
заданные в первой (1) системе координат, 
с учетом двух вращений, имеют вид:
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11

12

cos0sin

010

sin0cos

T





















1212

1212

cossin0

sincos0

001
 .  (3) 

На данном этапе рассмотрим законы изменения углов поворота  t1  и )(12 t  при дви-

жении крыльев в виде гладких функций: 

  tcos0

1

1

11 ;   t sin0
12

1
1212 ,  (4) 

  tsin0

11
 ; ; t cos0

1212
 ,   (5) 

где 
0

1

1

1,  - отклонение от нейтральной 

линии крыла (ось Х2)  и амплитуда  коле-
баний крыла, относительно продольной 

оси (рис. 3);  - угол сдвига фазы; 
0

1

1

1, - 

отклонение от нейтральной линии крыла 
(ось Y2) и амплитуда колебаний крыльев, 

относительно поперечной оси (рис. 4); - 
угловая скорость. 
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а)      б)    в)     г) 
Рис. 3. Схема расположения крыла относительно продольной оси при следующих параметрах:  

а 0;45;0 00
1

01
1  ;  б - ;45;45 00

1
01

1   в  00
1

01
1 45;30  ;  г   00

1
01

1 45;45   

Fig. 3. The layout of the wing relative to the longitudinal axis with the following parameters: а 

0;45;0 00
1

01
1  ;  б - ;45;45 00

1
01

1   в  00
1

01
1 45;30  ;  г   00

1
01

1 45;45   

 

 
а)        б) 

Рис. 4. Схема возможного расположения начального положения 

 крыла 1 относительно поперечной оси:   

а  при 00

12

01

12 45;0  ;  б  при 00

12

01

12 45;30    

Fig. 4. Diagram of the possible location of the initial position  

of the wing 1 relative to the transverse axis: 

а  при 00

12

01

12 45;0  ;  б  при 00

12

01

12 45;30    

 

На рис. 5, 6 представлены графики, 

иллюстрирующие изменение углов  t1  и 
 t1  во времени для различных схем 

расположения крыла. 

 
Рис. 5. Зависимости углов поворота 0

1
1
1,  крыльев от времени:  

1,2,3,4 соответствуют схемам а,б,в,г  расположения  

крыла рис. 3 соответственно 

Fig. 5. The dependences of the angles of rotation of the wings on time:  

1,2,3,4 correspond to the schemes а,б,в,г of the wing arrangement  

of figure 3, respectively 



 

58 

 

 

 
а)    б) 

Рис. 6. Зависимости углов поворота 0

1

1

1 ,  крыльев от времени: 

 а  для схемы на  рис. 4,а;  б  для схемы на рис. 4,б 

Fig. 6. The dependence of the angles of rotation of the wings on time:  

a  for the scheme in figure 4,a; b for the scheme in figure 4,b 

 

Анализ графиков на рис. 5, 6 показы-

вает, что существует сдвиг по фазе углов 

поворота крыльев в зависимости от их 

начального (нулевого) и последующего 

отклонения, относительно продольной и 

поперечной осей. Выявленные факторы 

можно использовать, для моделирования 

управления движением машущего крыла.   

При движении крыла относительно 

корпуса вверх, его плоскость может пово-

рачиваться на угол 
0

1  и становиться 

практически вертикальной (рис.3, в). В 

этот момент площадь миделевого сечения 

S близка к нулю. При движении крыла 

вниз плоскость крыла поворачивается и 

может становиться горизонтальной (рис. 3, 

а,б,г), при этом площадь миделева сечения 

достигает своего максимального значения. 

Соответственно, это приводит к увеличе-

нию силы сопротивления. Скорость изме-

нения силы сопротивления зависит от того 

какой закон изменения площади миделева 

сечения принят для управления движени-

ем. 

Площади проекций крыла 1 на плос-

кости, перпендикулярные осям C2X2, C2Y2, 

C2Z2, представим как (рис. 7): 

                               
101 sin SS x
;    

12101 sincos  SS y
;  

12101 coscos  SS z
    (6) 

где S0 – площадь сечения крыла. 

 

   
     а)      б) 

 

Рис. 7. Расчетные зависимости проекций  площади крыла S1х, S1х, S1z  при периодическом движении крыла 

вверх-вниз от времени при частоте =25,12 рад/с; S0=0,360,4=0,48 м2 и следующих параметрах:  

а - 01

1

1

12 30;0  ; 000

1

00

12 0;45;45  ;   б - 01

1

01

12 45;45  ; 0;45;45 00
1

00
12   

Fig. 7. Calculated dependences of the wing area projections  S1х, S1х, S1z  with periodic up-and-down wing movement on 

time at a frequency of =25.12 rad/s; S0=0.36×0.4=0.48 m2 and the following parameters: 

 а - 01

1

1

12 30;0  ; 000

1

00

12 0;45;45  ;   б - 01

1

01

12 45;45  ; 0;45;45 00
1

00
12   
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3. Определение силы взаимодействия кры-

ла с воздухом 

Рассмотрим схемы внешней распре-

деленной силы взаимодействия с сопро-

тивляющейся средойF, приложенной  в 

точке С1, при движении крыльев вверх 

(рис. 8, а) и вниз (рис. 8, б). 

  

                                     
     а)       б) 

Рис. 8. Схема крыла робота при относительном движении: а – вниз; б – вверх;  

1 – нейтральная линия крыла относительно корпуса; 2 – крыло; 3 – корпус 

Fig. 8. The diagram of the robot wing with relative motion: a – down; b – up; 

1 – the neutral line of the wing relative to the body; 2 – the wing; 3 – the body 

 

Здесь приняты следующие обозначе-

ния CzСx  ,   проекции скорости центра 

масс С1  на оси связанной с корпусом си-

стемы координат, F1 – приведенная сила 
взаимодействия крыла с воздухом. 

 В общем случае: 
Т

СzСxyСxС ),,(1  , или 
Т

СxyСxzС ),(1  . 

Силу 
1F   представим в виде вектора: 

1 1 1 1( , , )Т

x y zF F F F ,      (7) 

где F1x, F1y, F1z – проекции силы крыла 1 на оси подвижной второй (2) системы координат: 

1 1

1

2
x x C x C xF C S    ;  

1 1

1

2
y y C y C yF C S    ;  

1 1

1

2
z z C z C zF C S    ,     (8) 

 

где С  безразмерный коэффициент лобо-
вого сопротивления,   – плотность возду-

ха. 
Анализ формул (8) показывает, что 

продольная xF1 , поперечная yF1   и подъ-

емная zF1  силы крыла изменяются в зави-

симости от скорости движения крыла и 
модуля его площади [11-14]. 

Уравнения проекции скоростей цен-
тра масс крыла 

1C .на оси связанной, пер-

вой (1)  системы координат, полученные на 
основании кинематических уравнений, из-
ложенных в [14,17],   будут иметь вид: 

 );sincossincos()sinsincoscos( 1121212111121211211   abXC  

121212121 sincos  abYC
 ;           (9) 

).coscossinsin()cossinsincos( 1121212111121211211   abZC
 

 

Результаты 
На основании уравнений (8) с учетом 

(6) и (9) проведем моделирование проек-

ций силы T

zyx FFFF ),,( 1111 в зависимости от 

времени при следующих параметрах a=0,2 

м; b=0,6 м; =25,12 рад/с, С=0,5; =1,29 
кг/м3. 

Определим средние за период значе-

ния продольной 
)(

1
cp
xF , поперечной 

)(
1

cp
yF  и 

подъемной
)(

1
cp
zF  сил крыла для графиков 

рис. 9 (таблица): 
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Таблица 

Средние значения проекции силы 1F  
Table 

Average force projection values 1F  

Рис. 9 )(
1

cp
xF  

)(
1

cp
yF  )(

1
cp
zF  

а 0,216 0 0 

б 0,317 1,133 0,407 

в 0,039 1,694 -0,918 

 

Анализ графиков на рис. 9, а так же 

средние за период значения силы 
Т

zyx FFFF ),,( 1111   крыла показывают, 

что характер изменения проекций силы 

существенно зависит от параметров, зада-

ющих движение крыла 
1

1

1

12; ;  ;; 0
1

0
12 .  

Изменяя эти постоянные, можно получить 

силы, обеспечивающие подъем летатель-

ного аппарата (рис. 9, б), движение по го-

ризонтальной прямой (рис. 9, а) и спуск 

(рис. 9,в).  

 
а) 

          б) 

 
в) 

Рис. 9. Зависимости проекций силы F  взаимодействия крыла с воздухом от времени при следующих па-

раметрах: а - 01
1

1
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1

0
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Fig. 9. The dependences of the projections of the force F  of the interaction of the wing with the air on time with 

the following parameters: а - 01
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Заключение  

В результате исследований предло-

жена модель приведенной силы, возника-

ющей при движении машущего крыла. По-

строены графики зависимостей эффектив-

ной площади крыла (площади миделева 

сечения) для различных параметров зако-

нов изменения углов поворота от времени. 

Проведено моделирование машущего 

движения крыльев летательного аппарата. 

Определена область параметров, при кото-

рых проекции перемещения крыла создают 

горизонтальную F1x, и подъёмную F1zx си-

лы при различных значениях проекций 

площадей S1х, S1y, S1z. 
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