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Аннотация 
Цель исследования состоит в обобщении 

принципа комбинации движений на круговые дви-

жения. 

Задача, решению которой посвящена статья, 

состоит в аналитическом описании траекторий 

комбинированных движений.  

Методы исследования. Используются методы 

аналитической геометрии. Рассматривается коор-

динатная система x'0'y', которая вращается в коор-

динатной системе x0y без углового ускорения со 

скоростью ω. Радиус вращения равен ρ
1
. При этом 

0x || 0'x', 0y || 0'y'. Объект a вращается в координат-

ной системе x'0'y' без углового ускорения со скоро-

стью ±ω. Радиус вращения равен ρ
2
. 

Новизна работы состоит в формулах эллипса, 

выраженных через радиусы противоположных 

вращений. 

Результаты исследования: установлено, что 

при вращениях в противоположные стороны, траек-

тория суммарного движения представляет собой 

эллипс; определены все стандартные характеристи-

ки эллипса применительно к рассматриваемому 

случаю; установлен наклон эллиптической траекто-

рии; показано, что если траектория суммарного 

движения является эллиптической и полуоси равны 

(ρ
1
 + ρ

2
) и |ρ

1
 – ρ

2
|, то объект a совершает круговое 

движение в координатной системе x'0'y' без углово-

го ускорения со скоростью –ω; подобно тому, как 

результатом суперпозиции двух неускоренных дви-

жений является также неускоренное, т.е. равномер-

ное и прямолинейное движение, при вращениях в 

одну сторону траектория суммарного движения 

представляет собой окружность; при круговых 

движениях с кратными скоростями траектории 

суммарного движения представляет собой улитки. 

Выводы: практический аспект исследования 

определяется тем, что полученные формулы могут 

непосредственно использоваться в САПР при вы-

полнении конструкторских работ. 

Ключевые слова: комбинация движений, 

круговые движения, эллиптическая траектория, 

круговая траектория, кратные скорости. 
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Abstract 

The work objective is to generalize the principle 

of combining movements into circular movements. 

The problem to which the article is devoted is 

the analytical description of the trajectories of 

combined movements. 

Research methods. Analytical geometry 

methods are used. The coordinate system x'0'y' is 

considered, which rotates in the coordinate system x0y 

without angular acceleration with ω velocity. The 

rotation radius is equal to ρ
1
. At the same time 0x || 0'x', 

0y || 0'y'. Object a rotates in the coordinate system x'0'y' 

without angular acceleration at the velocity ± ω. The 

rotation radius is equal to ρ
2
. 

The novelty of the work realises in ellipse 

formulas expressed in terms of radii of opposite 

directions. 

The results of the study: it is established that 

during rotations in opposite directions, the trajectory of 
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the total motion is an ellipse; all the standard 

characteristics of the ellipse are determined in relation 

to the case under consideration; the inclination of the 

elliptical trajectory is established; it is shown that if the 

trajectory of the total motion is elliptical and the semi-

axes are equal to (ρ
1
 + ρ

2
) and |ρ

1
 – ρ

2
|, then object a 

moves along a circular in the coordinate system x'0'y' 

without angular acceleration with velocity - ω; just as 

the result of the superposition of two non-accelerated 

movements is also non-accelerated, i.e. uniform and 

rectilinear motion, with rotations in one direction, the 

trajectory of the total motion is a circle; with circular 

movements with multiple velocities, the trajectory of 

the total motion is snail.  

Conclusions: the practical aspect of the study is 

determined by the fact that the formulas obtained can 

be directly used in CAD when performing design work. 

Keywords: combination of movements, circular 

movements, elliptical trajectory, circular trajectory, 

multiple velocities. 

 

Введение 

Результатом суперпозиции двух 

неускоренных движений является также 

неускоренное, т.е. равномерное и прямо-

линейное движение (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Сложение неускоренных движений 

Fig. 1. Addition of non-accelerated movements 

 

Здесь 1v  – скорость координатной 

системы 0x y    в координатной системе 

0x y , 2v  – скорость объекта a  в в коорди-

натной системе 0x y   , 3v  – скорость объ-

екта a  в в координатной системе 0x y . 

Очевидно, что конец вектора A  описывает 

отрезок прямой линии.  

Цель исследования состоит в обоб-

щении принципа комбинации движений на 

круговые движения. 

Задача, решению которой посвящена 

статья, состоит в аналитическом описании 

траекторий комбинированных движений. 

Актуальность работы обусловлена 

тем, что в механических системах широко 

распространены комбинированные враща-

тельные движения, и при конструировании 

важно представлять характер суммарного 

движения [1–10]. 

 

Материалы, модели, эксперименты и методы 

Используются методы аналитической 

геометрии. Рассматривается координатная 

система x'0'y', которая вращается в коорди-

натной системе x0y без углового ускорения 

со скоростью ω. Радиус вращения равен ρ
1
. 

При этом 0x || 0'x', 0y || 0'y'. Объект a вра-

щается в координатной системе x'0'y' без 

углового ускорения со скоростью ±ω. Ра-

диус вращения равен ρ
2
. 

 

Результаты 

Вращения в противоположные 

стороны. Теорема 1󠄢. При вращениях в 

противоположные стороны траектория 

суммарного движения представляет собой 

эллипс.  

Доказательство.  

В координатной системе 0x y  начало 

0  координатной системы 0x y    определя-

ется следующим образом. 
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                                       1 1 1cos( )x t   , 1 1 1sin( )y t   .                                            (1) 

В координатной системе 0x y    объект a  определяется, соответственно, 

2 2 2cos( )x t   , 2 2 2sin( )y t   , 

где 1 , 2  – начальные фазы. 

В координатной системе 0x y  объект a  определяется следующим образом. 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( )x x x t t        , 

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( )y y y t t        . 

1 1 2 2 1 1 2 2cos ( cos cos ) sin ( sin sin )x t t            , 

   1 1 2 2 1 1 2 2sin cos cos cos sin siny t t            . 

Из этих выражений определяются 

   1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

cos cos sin sin
sin

y x
t

       
  

   
, 

 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2

cos cos ( sin sin )
cos

x y
t

       
  

   
. 

2 2sin cos 1t t    , 

   

 

  

 

2 22 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

cos cos sin sin 2 cos cos sin siny x xy                
 

   
 

 

 

  

 

22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

cos cos ( sin sin ) 2 cos cos sin sin
1

x y xy                
  

   
, 

         
   

 

 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 cos( ) 2 cos( ) 4 sin
1

x y xy                        
  

     

.             (2) 

Последнее выражение представляет 

собой формулу эллипса. 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Полуоси фигуры (2) 

определяются как 
1 2( )   и 

1 2  . 

Доказательство.  

При условии 
1 2 0    выражение (2) 

приводится к канонической форме 

 

 

 

 

 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

2 2
1

x y         
 

   

, 

                                                    
   

2 2

2 2

1 2 1 2

1
x y

 
   

.                                                     (3) 

Теорема доказана. 

Следствие 2-1. Если 
1 2   , то 

траектория суммарного движения является 

прямолинейной. Ее длина равна 4 . 

Далее в следствиях 2-2 – 2-4 пред-

ставлены стандартные характеристики эл-

липса применительно к рассматриваемому 

случаю. 

Следствие 2-2.  

1 2

1 2( ) / 2

 
 

  
. 

Следствие 2-3. Для формы (3) спра-

ведливо 

 1,2 1 22 ,0f     . 

Следствие 2-4.  

 
2

1 1 2p p   ,  
2

1 1 2p p   . 

Теорема 3. В координатной системе 

0x y  эллиптическая траектория имеет 

наклон 
1 2( ) 2  . 

Доказательство.  

Если форму (3) повернуть на 

1 2( ) 2  , она преобразуется следующим 

образом.
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2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

cos sin sin cos
2 2 2 2

1
( ) ( )

x y x y
          

     
   

 
   

, 

   

 

 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 cos( ) 2 cos( ) 4 sin
1

x y xy                        
  

     

. 

Это выражение идентично формуле (2) . 

Теорема доказана. 

Пример. Если 
1 120   , 

2 30    , то 

эллиптическая траектория имеет наклон 

1 2( ) 2 (120 30) 2 45       (рис. 2).   

 

 
 

Рис. 2. Эллиптическая траектория 

Fig. 2. Elliptical trajectory 

 

Нетрудно доказать теорему, обрат-

ную первой. 

Теорема 4. Если траектория сум-

марного движения является эллиптической 

и полуоси равны 
1 2( )   и 

1 2  , то объ-

ект a  совершает круговое движение в ко-

ординатной системе 0x y    без углового 

ускорения со скоростью  . 

Вращения в одну сторону. Теорема 

5. При вращениях в одну сторону траекто-

рия суммарного движения представляет 

собой окружность.  

Доказательство.  

В координатной системе 0x y  начало 

0  координатной системы 0x y    описыва-

ется формулой (1).  

В координатной системе 0x y    объ-

ект a  определяется следующим образом. 

 

2 2 2cos( )x t   , 2 2 2sin( )y t   . 

В координатной системе 0x y  объект a  определяется, соответственно,. 

1 2 1 1 2 2cos( ) cos( )ax x x t t        , 

1 2 1 1 2 2sin( ) sin( )ay y y t t        . 

Для радиус-вектора A  справедливо преобразование 
2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2cos( ) cos( ) 2 cos( )cos( )a ax y t t t t               A  
2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2sin ( ) sin( ) 2 sin( )sin( )t t t t               

... 
2 2

1 2 1 2 1 22 cos( )       . 

Величина радиус-вектора A  не меня-

ется. Это возможно лишь в том случае, ес-

ли траектория суммарного движения явля-

ется круговой. 

Теорема доказана. 

Следствие 5-1. Объект a  вращается 

в координатной системе 0x y  без углового 

ускорения со скоростью  .  

Следствие 5-2. Радиус вращения ра-

вен  
2 2

1 2 1 2 1 22 cos( )         . 

Нетрудно доказать теорему, обрат-

ную пятой. 

Теорема 6. Если траектория суммар-

ного движения является круговой, то объ-

ект a  совершает круговое движение в ко-

ординатной системе 0x y    без углового 

ускорения со скоростью  . 

Теорема 7. Если скорость вращения 

объекта a  в координатной системе 0x y    

равна нулю, то траектория суммарного 

движения является круговой с центром в 

точке с координатами 1 2 2cosx   , 
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1 2 2siny    и с радиусом 1 . 

Доказательство.  

В координатной системе 0x y  начало 

0  координатной системы 0x y    описыва-

ется формулой (1).  

В координатной системе 0x y    объ-

ект a  определяется следующим образом. 

2 2 2cosx   , 2 2 2siny   . 

В координатной системе 0x y  объект 

a  определяется, соответственно,. 

1 2 1 1 2 2cos( ) cosax x x t       , 

1 2 1 1 2 2sin( ) sinay y y t       , 

2 2 1 1cos cos( )ax t     , 

2 2 1 1sin sin( )ay t     , 
2 2 2

2 2 2 2 1( cos ) ( sin )a ax y      . 

Теорема доказана. 

Круговые движения с кратными 

скоростями. Объект a  вращается в коор-

динатной системе 0x y    без углового уско-

рения со скоростью 2  , 1 2 0   . 

В координатной системе 0x y  начало 

0  координатной системы 0x y    определя-

ется следующим образом.  

1 1 cosx t  , 1 1 siny t  . 

В координатной системе 0x y    объ-

ект a  определяется, соответственно, 

2 2 cos2x t  , 2 2 sin2y t  . 

В координатной системе 0x y  объект 

a  определяется следующим образом. 

1 2cos cos2ax t t    , 

1 2sin sin2ay t t    . 

На рис. 3 показана траектория объек-

та a  ( 1 2   ). 

 
 

Рис. 3. Траектория типа улитки 

Fig. 3. Snail type trajectory 

 

В полярных координатах эта траек-

тория представима в виде 

1

2
2 2cos

3
     . 

Петля в траектории появляется при 

выполнении соотношений 

1 2sin sin2t t    , 

1 2sin 2sin cost t t     , 

1 22 cos t    . 

Если 1 22    петля не образуется. 

Такая траектория показана на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Улитка без петли 

Fig. 4. Snail without a loop 

 

 

Обсуждение/Заключение  

Установлено, что при вращениях в 

противоположные стороны траектория 

суммарного движения представляет со-

бой эллипс. 

При вращениях в одну сторону тра-

ектория суммарного движения представ-
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ляет собой окружность. 

При круговых движениях с кратны-

ми скоростями траектории суммарного 

движения представляет собой улитки. 

Практический аспект исследования 

определяется тем, что полученные фор-

мулы могут непосредственно использо-

ваться в САПР при выполнении кон-

структорских работ.  
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