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НИЗШЕЙ ЧАСТОТЫ ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ КУЗОВА 

ПАССАЖИРСКОГО ВАГОНА В ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ НА 

ОСНОВЕ ИДЕНТИФИКАЦИИ ЕГО ИЗГИБНОЙ ЖЕСТКОСТИ 
 

Предлагается расчетно-экспериментальный 

метод определения низшей частоты изгибных ко-

лебаний кузова пассажирского вагона в вертикаль-

ной плоскости, на основе идентификации его изги-

бной жесткости для модели в виде балки Бернулли-

Эйлера. Приводятся формулы для идентифициро-

ванных значений жесткости, а также формулы для 

приближенного вычисления частот. 
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CALCULATION-EXPERIMENTAL METHOD FOR DEFINITION OF LOWEST 

FREQUENCY IN BENDING VIBRATIONS OF COACH CAR BODY IN VERTICAL 

PLANE BASED ON IDENTIFICATION OF ITS BENDING STIFFNESS 

  
The consideration of existing methods for a 

modal analysis has shown a possibility for the lowest 

frequency definition of bending vibrations in a coach 

car body in a vertical plane based on an indirect meth-

od reduced to the assessment of the bending stiffness of 

the one-dimensional model as a Bernoulli-Euler beam 

with fragment-constant parameters.  

The assessment mentioned can be obtained by 

means of the comparison of model deflections (rated) 

and a prototype (measured experimentally upon a natu-

ral body) with the use of the least-squares method that 

results in the necessity of the solution of the multi-

dimensional problem with the reverse coefficient. The 

introduction of the hypothesis on ratability of real 

bending stiffness of the prototype and easily calculated 

geometrical stiffness of a model reduces a multi-

dimensional problem incorrect according to Adamar to 

the simplest search of the extremum of one variable 

function. The procedure offered for the indirect as-

sessment of bending stiffness was checked through the 

solution of model problems. The values obtained are 

offered to use for the assessment of the lowest frequen-

cy of bending vibrations with the aid of Ritz and 

Grammel methods. In case of rigid poles it results in 

formulae for frequencies into which there are included 

directly the experimental values of deflections. 

Key words: rated-experimental method, bend-

ing stiffness, Bernoulli-Euler beam, identification, fre-

quency of bending vibrations. 

 

Введение 

Низшая частота изгибных колебаний 

(ЧИК) кузова пассажирского вагона в вер-

тикальной плоскости является одним из 

основных параметров, характеризующих 

динамические качества пассажирского ва-

гона [1]. Поэтому ее значение проверяется 

как теоретически на стадии проектирова-

ния [1], так и экспериментально после из-

готовления [2]. Существует ряд экспери-

ментальных методов определения низшей 

ЧИК как при стендовых, так и при ходо-

вых испытаниях. Стендовые испытания 

основаны на возбуждении колебаний с по-

мощью вибромашины или с помощью то-

чечного ударного нагружения. Использо-

вание вибромашины дает значительный 

разброс результатов из-за эффекта 

Зоммерфельда [3] и требует по этой при-

чине специальных методов обработки. 

Ударное загружение из-за неопределенно-

сти начальных условий соответствующего 

переходного процесса, а также его массо-

вых и упруго-диссипативных параметров 

приводит к результатам, зависящим от 

способов обработки и от объемов выборки, 

так что репрезентативные выборки требу-

ют для своей обработки использования су-

перкомпьютерных технологий [4]. В связи 

со сказанным, в настоящее время начина-

ют распространяться прямые методы, ос-
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нованные на гибридных технологиях, ко-

гда экспериментальные методы дополня-

ются теоретическим модальным анализом 

– в основном с применением МКЭ [5-8]. 

При таких оценках динамики исходную 

КЭ-систему редуцируют, уменьшая (кон-

денсируя) количество степеней свободы 

(СС) с использованием ряда критериев, 

которые регламентируются международ-

ными требованиями (NSTC 14046 Revision 

E. Space Shuttle Program. Payload Verifica-

tion Requirements. USA, NASA, 2000,60 p.) 

[9]. В основном редуцирование модели 

проводится на основе МЕМ-критерия 

(Modal Effective Mass), в соответствии с 

которым целевым модам должны соответ-

ствовать целевые массы, составляющие не 

менее 10% от соответствующих элементов 

матрицы инерции, а вторичным (но тоже 

удерживаемым) – элементы «5%». При 

этом погрешность (верификации) целевых 

мод не должна превышать 3…5%. Кроме 

того, при проведении конденсации учиты-

вают МАС-критерий (Modal Assurance Cri-

terion) модальной достоверности, который 

по своей сути – просто квадрат косинуса 

угла между соответствующими собствен-

ными векторами расчетных и эксперимен-

тальных форм. При этом для сохранения в 

КЭ-модели i-й СС необходимо, чтобы в 

МАС-матрице для i-го диагонального эле-

мента выполнялось неравенство 

 9,0...85,0iiMAC , а для остальных 

(удерживаемых)  15,0...1,0ijMAC . Одна-

ко в [10] указывается, что полностью пола-

гаться на конденсацию с помощью указан-

ных (и ряда других) критериев нельзя – из-

за неполного набора экспериментов это 

может привести к потере существенных 

СС. Предлагается задавать существенные 

СС в узлах-разделителях, удаление кото-

рых приводит к делению конструкции на 

ряд несвязных фрагментов. Описанные 

приемы отбраковки теоретических мод 

следует производить не только при ги-

бридном подходе, но и при чисто теорети-

ческих оценках (в этом случае МАС-

отбраковка сводится к определению вза-

имной ориентации целевых мод относи-

тельно остальных). Это необходимо пото-

му, что МКЭ-подход дает весьма густой 

спектр, содержащий множество парциаль-

ных частот, не представляющих никакого 

практического интереса. Например, в [9] 

сообщается, что при проведении экспери-

ментов для частот выше 35 Гц не удалось 

обнаружить ни одной предсказанной 

МКЭ-частоты: все они оказались парци-

альными и в эксперименте не верифициро-

вались. Рассматриваемый гибридный под-

ход является весьма дорогостоящим и тре-

бует специального технологического обо-

рудования, а также специальных про-

граммных средств [11] и по этой причине 

малоприемлем для проведения экспресс-

оценок динамических характеристик кузо-

ва, в частности низшей ЧИК, которая явля-

ется частотой общего изгибания всей кон-

струкции. 

 

Обсуждение возможных подходов 

В последующих рассуждениях будем 

исходить из того, что кузов является объ-

ектом, протяженным в одном направлении 

и, по этой причине, для него в качестве 

модели может использоваться одномерная 

балочная модель. Следует отметить, что 

аналогичный подход достаточно давно из-

вестен в ракетостроении [12], где он 

успешно используется для практических 

расчетов ([13] – ракета-носитель «Циклон-

4», [14] – ракета «Ангара» и др.). 

Теоретически описание линейной 

вязкоупругой модели в данном случае 

имеет вид: 

 tFuuu


 CBM              (1) 

((') означает дифференцирование по вре-

мени), где CBM ,,  - матрицы инерции 

демпфирования и жесткости соответствен-

но. Знание их значений позволяет предска-

зывать поведение  tu


 (или  xu  объекта. 

Любые параметры из (1) (а также их ком-

бинации) могут служить объектами иден-

тификации. При этом, в качестве данных 

для идентификации могут выступать 

обобщенные координаты из u


, так и неко-

торые наблюдаемые переменные y


 

(например ускорения), связанные с u


 в 
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общем случае матричным соотношением 

[15]: 

 uy


H                           (2) 

Проектируя u


 из (2) на y


, подстав-

ляя u


 в (1), получим уравнение связи 

наблюдаемых параметров с вектором со-

стояния. Эта связь будет взаимно-

однозначной только в случае совпадения 

порядков y


 и u


, при невырожденной 

квадратной H  того же порядка и при точ-

ном знании всех величин. В остальных 

случаях, а их большинство) проектирова-

ние по (2) не является однозначным и его 

следует понимать в некотором обобщен-

ном смысле, так что неизвестные коэффи-

циенты из (1) не могут быть восстановле-

ны однозначно. Такие обратные коэффи-

циентные задачи [16] можно классифици-

ровать по-разному: как количественную 

интерпретацию наблюдений (2), или рас-

познавания, или диагностики – в зависи-

мости от специфики области применения. 

В случае линейности (2) задача идентифи-

кации для (1) сводится к линейной системе 

обыкновенных дифференциальных урав-

нений (СОДУ) или интегральных уравне-

ний, которые, в свою очередь, могут быть 

сведены к системе линейных алгебраиче-

ских уравнений (СЛАУ): 

 vz


A .                        (3) 

Так как матрицы HCBM ,,,  в (1), (2) 

в общем случае прямоугольные, а количе-

ство наблюдений за y


 или за u


 произ-

вольно, то идентификационные подходы 

позволяют конструировать множество мо-

делей, и, следовательно, порождать мно-

жество решений. В случае сведения задач 

к СЛАУ целесообразным является исполь-

зование сингулярных разложений [17] – 

тогда количество учитываемых сингуляр-

ных собственных чисел можно трактовать 

как порядок задачи идентификации (ана-

лог структурной идентификации - [15]). В 

связи с возможной множественностью ре-

шений возникает вопрос об адекватности. 

Наиболее общий подход в этом случае – 

это рассматривать идентификацию, как 

задачу оптимизации, сконструировав под-

ходящий экстремальный функционал – 

скаляр или свертку нескольких критериев 

[18]. Самый популярный здесь подход – 

использование принципа минимума взве-

шенной квадратичной невязки. Это удоб-

но, т.к. для всякой задачи вида (3) суще-

ствует обобщенное решение z


 в смысле 

метода наименьших квадратов (МНК) [19]. 

Этим решением является уравнение Эйле-

ра для функционала вида 

      min  


vzvzzJ AA     (4) 

((*) – знак транспонирования), 

где   nii ,1,  


 - вектор весовых мно-

жителей. 

Это приводит к требованию равен-

ства нулю производной Фреше [18]. Полу-

чаемое при этом решение является нор-

мальным в норме Фробениуса  2L , одна-

ко, оно может быть неустойчивым [20]. 

Для исключения неустойчивости приме-

няют различные методы, из которых 

наиболее популярен метод регуляризации 

Тихонова [21]. Для задачи вида (3) этот 

метод предполагает разыскание 

 2

2

2

2
minarg zvzz


LA  , 

где . - норма Фробениуса, L  - оператор 

дифференцирования порядка p , который 

при 0p  представляет собой единичную 

матрицу, что соответствует стандартной 

регуляризации по Тихонову. 

Если считать справедливой гипотезу 

Базиля [22], то (1), в соответствии с прави-

лом Виделера примет вид: 

    Fuu


 CM .                   (5) 

Для однородной СОДУ, соответ-

ствующей (5), полагая    tiutu exp


 , 

получим уравнение для определения кру-

говой частоты   в виде: 

   0det  MC
2 ,                 (6) 

что соответствует классической (при диа-

гональной M ) или обобщенной проблеме 

собственных значений. Получение для ку-

зова достаточно точных значений матрицы 

инерции M  не представляет трудностей, 

чего нельзя сказать о матрице жесткости 

C . Существует большое количество работ, 

решающих задачу идентификации для (5) 

или (6), однако, если речь идет о низших 

модах, то, вместо (5) можно поставить ста-

тическую задачу идентификации: 

 Fu


С ,                       (7) 
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из которой и определять матрицу C . 

Уравнения (1), (5) и (7) не наклады-

вают никаких ограничений на вид функци-

ональной зависимости  xu  (и на его ее 

дискретный аналог u


), где x  - координата 

вдоль оси вагона, а  xu  - перемещение 

вдоль некоторой образующей (например, 

обвязки). В связи с этим, а также, учиты-

вая сходство низших форм изгибных коле-

баний кузова с балочными модами, можно 

при решении задачи идентификации счи-

тать, что перемещения  iuu 


 могут быть 

описаны в рамках балочной модели, в 

частности в рамках ее простейшего вари-

анта – балки Бернулли-Эйлера. Конечно, 

при этом следует учитывать, что изгибная 

жесткость EJ  вагона и EJ  модели кузова 

в виде балки Бернулли-Эйлера на самом 

деле различны. EJ  модели должно быть 

таким, чтобы обеспечить совпадение (в 

определенном смысле) свойств модели 

(балка) и прототипа (кузова). Выбрав в ка-

честве родовых свойств идентификации 

совпадение поперечных прогибов прото-

типа и модели, будем определять матрицу 

жесткости С  в (7) для модели в виде балки 

на двух жестких опорах (рис. 1). 

 

 
Рис 1. Расположение опор на схеме идентификации 

 

Из сравнения очевидного равенства 

                      Fu ij


  

с (6) следует, что  

                   
1

 ijC  ,     pji ,1,  ,            (8) 

где p  - число точек идентификации, а ij  - 

прогибы iu  в точке  i  от единичной силы 

1jP , приложенной в точке  j . Посколь-

ку для нахождения ij  достаточно знать 

геометрию одномерной модели, а также 

изгибную жесткость EJD  , то можно 

сделать вывод, что для оценки низшей 

ЧИК достаточно произвести расчетно-

экспериментальную оценку EJ . Практи-

чески достаточно, чтобы уравнения (6) – 

(8) позволяли оценивать третью частоту 

(для схемы на упругих опорах третья ча-

стота будет соответствовать низшей часто-

те колебаний общего изгибания). По са-

мым пессимистическим прогнозам, для ее 

адекватной оценки достаточно рассмот-

реть систему с 6 СС, т.е. иметь 6 точек 

идентификации прогибов. При этом един-

ственным разумным предположением об 

изменении  xD  является предположение 

о кусочном постоянстве D . В [23] приве-

дено решение задачи в случае нагружения 

кузова сосредоточенными силами с помо-

щью домкратов в ряде точек и замер воз-

никающих при этом перемещений в ряде 

других точек. Сравнивая теоретические 

значения перемещений  u  вычисленных 

при определенных значениях  D  с заме-

ренными перемещениями  v  и используя 

МНК для взвешенного функционала вида 

(4), находим значения изгибной жесткости. 

При поиске экстремума для (4) выясни-

лось, что из-за требования положительно-

сти  D  методы косвенной оптимизации 

становятся неэффективными и целесооб-

разно применять прямые методы. При пе-

реходе к ним достаточно часто происходи-

ли попадания в локальные ямы. Возникно-

вение множества ям объяснялось в основ-

ном тем, что приходилось работать с 

большими выборками зашумленных дан-

ных, объединяющих большое количество 
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замеров. Из-за этого приходилось переза-

пускать процессы поиска. Возникали про-

блемы с формулировкой критерия остано-

ва. Кроме того, по мере приближения к 

(гипотетическому) глобальному экстрему-

му возникали колебания – процесс рассы-

пался. К сожалению эта трудность для рас-

сматриваемой задачи при многомерном 

поиске оказалась неустранимой. Это свя-

зано с предположением о кусочно-

постоянном законе изменения  D , что в 

нашем случае не только разумно с точки 

зрения принципа однородной точности, но 

и согласуется с действительностью. В [24] 

доказывается, что в случае идентификации 

негладких зависимостей (удовлетворяю-

щих, однако, условиям Дирихле) обычные 

методы, даже при малом уровне шумов не 

только приводят к осцилляциям результа-

тов, но (в случае непринятия специальных 

мер) и дают отрицательные нефизические 

значения идентифицируемых параметров. 

Кроме того, при превышении усилиями от 

домкратов определенного значения (зави-

сящего от точек его приложения) возмож-

но нагружение контакта кузова с опорами, 

так что схема рис. 1 перестает соответ-

ствовать действительности [25]. В связи с 

этим схема нагружения для замеров про-

гиба была изменена и рассматривалась 

схема весовой догрузки кузова в соответ-

ствии с рис. 2. 

 
Рис. 2. Нагрузки, используемые при решении задачи идентификации 

 

В эксперименте это соответствует 

замерам прогибов от некоторого дополни-

тельного нагружения кузова вертикальной 

нагрузкой. Для регуляризации полученно-

го решения обратной коэффициентной за-

дачи использовалось два подхода. Первый 

основывался на корректировке элементов 

ij  из (8), найденных с использованием 

экспериментальных прогибов. Эти коррек-

тировки сводились к симметризации неди-

агональных ii  (они заменялись на 

  2/jiij   ), а затем к проверке положи-

тельной определенности получавшейся 

при этом матрицы. Для этого, в соответ-

ствии с критериями Сильвестра [27], про-

верялись угловые миноры iM  матрицы 

ij  и, если оказывалось, что   0det iM , 

то элемент ij  наращивался до тех пор, по-

ка положительность не восстанавливалась. 

Более удачным оказался подход, основан-

ный на возможности представления по-

тенциальной энергии в виде суммы произ-

ведений слагаемых  iiD , где  i  одно-

значно определяется геометрией и схемой 

нагружения модели [26]. В этом случае 

оказалось возможным свести задачу иден-

тификации к общей задаче линейного про-

граммирования. Получаемое здесь реше-

ние зависело от разбиения модели на 

участки кусочно-постоянной жесткости 

(при прочих равных условиях). Это связа-

но с тем, что значения  D  находятся с 

помощью проектирования параметров 

наблюдения  v  в пространство  D , а 

оценка качества этого проектирования 

производится с помощью функционала (4). 

 

Основная часть 

Сделаем попытку реально учесть 

структуру прототипа в нашей идентифика-

ционной модели. Специфика изменения 

жесткостей по длине кузова состоит в том, 
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что на нем обычно присутствует регуляр-

ная часть, в которой чередуются два эле-

мента: оконный проем и простенок, что 

соответствует чередованию двух значений 

жесткости. Это означает, что количество 

перемен жесткости для кузова намного 

превышает количество несовпадающих 

значений этой жесткости. В связи с этим 

оказывается целесообразным создание 

описателей чередования групп жесткости в 

виде числовой последовательности: 

      niDIDIDI i ,1,,...,, 21         (9) 

где  DIi  - индекс группы жесткости для i

-го участка схемы по рис. 2, а сами изгиб-

ные жесткости  D  образуют массив зна-

чений длиной  s . Заметим, что введение 

(9) не налагает никаких дополнительных 

ограничений на решение – просто в общем 

случае в последовательности (9) все числа 

оказываются различными. 

Введем теперь достаточно разумное 

предположение о том, что фактическое 

(эффективное значение  D  с некоторой 

точностью прямо пропорционально гео-

метрической жесткости поперечного сече-

ния кузова, т.е. его моменту инерции отно-

сительно горизонтальной центральной оси: 

i
ii f

J

J

D

D


геом

баз

геом

эфф

баз

,               (10) 

где (баз) означает любой ненулевой эле-

мент, принятый в качестве базового. При-

мем это предположение и перейдем к ре-

шению задачи идентификации. Прогиб в 

любой точке x  для схемы по рис.1 может 

быть вычислен по формуле: 





n

k

kk Jcu
1

 ,     
k

k
D

c
1

 .         (11) 

( n  - число участков перемен жесткости). 

kJ  из (11) в соответствии с теоремой 

Кастильяно может быть найден в виде ин-

теграла: 





1k

k

x

x

νk dxMMJ                  (12) 

где M  - изгибающий момент от внешней 

нагрузки, включая моменты от реакции 

опор пл , RR , которые находятся так: 

   

   

.2/;

;
1

;
1

лп

1

1 1

ллп

1

1 1

ппл

jjj

n

i

n

j

jjjii

n

i

n

j

jjjii

lxexx

exlqxxPR

xelqxxPR





























 

 



 



 

 (13) 

Выражение для M  на участке 

 1, kk xx  имеют вид: 

   2

2101, xmxmmxxxM kk   ,  (14) 

где 

 







k

i

k

j

jjjiikk elqxPxqm
1

1

1

2

0
2

1
; 

kx

k

i

k

j

jji xqlqPm  




1

1

1

1 ;               (15) 

kqm
2

1
2  . 

Момент νM  от единичной силы 

1P , приложенной в точке xx  , стро-

ится в виде суммы трех линейных слагае-

мых: 

     ппνллνννν ,rx,xM,rx,xM,x,xMM  1 , (16) 

где  PxxMν ,, P  вычисляется по формуле: 

 
 









PP

P

ν
xxxxP

xx
PxxM

,

,0
,, P   (17) 

При этом реакции пл , rr  из (6) нахо-

дятся так: 

 пл

1
xxr 


  ,      xxr 


 лп

1
.  (18) 

На основании (14), (17) интеграл по 

(12) вычисляется следующим образом: 

4
3

3
2

2
1

10
432

zzzzJ k


  ,  (19) 

где i

k

i

ki xxz  1 . 

00 am ;     011 bmam  ;     

122 bmam  ;     23 bm ; 

    kνkν xMxM
z

b  1

1

1
;        

  kkν bxxMa  .                    (20) 

Если у нас имеется (s) различных 

групп жесткости, то формула (11) с учетом 

(9) приобретает вид 





s

k

kkcu
1

  ,        kjjk ccJ .  (21) 
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Сравнивая перемещения u , p,1  

из (21) с перемещениями  v  найденными 

экспериментально (или иным образом, не 

совпадающим с (21)) с помощью функцио-

нала вида (4), в который дополнительно 

введены весовые множители  : 
e

mii vv / ,     im vv max ,     pi ,1    (22) 

приходим к СЛАУ, из которой вектор 

 iсс 


, si ,1  определяется из матрично-

го соотношения: 

bc
 1 A ,  




s

i

iii

1

*


A ,  



s

i

iiivb
1




 (23) 

в котором вектор i


 состоит из  s  компо-

нентов ik , вычисляемых по формуле (21). 

Решение s -мерной задачи в виде (23) 

некорректно по Адамару и может быть ре-

гуляризовано так, как это было описано 

выше. Однако, если воспользоваться ра-

зумным предположением (10) и учесть, что 

формула (23) при 1s  всегда дает каче-

ственно (но не количественно) физически 

обоснованные результаты, то мы придем к 

одномерной задаче, имеющей решение, 

выражаемое формулой: 








p

i

iii

p

i

ii

v

D

1

1

2

эфф

баз





,    



s

k k

ik

i
f1


 ,       (24) 

после чего идентифицированные значения 

изгибных жесткостей участков находятся 

по формуле, следующей из (10): 
эфф

базDfD ii  .                     (25) 

Решение (24) – (25) имеет ту же точ-

ность, что и гипотеза (10). Это означает, 

что по (24) – (25) восстанавливаются зна-

чения iD  точно, если принять 1if  (про-

верено на решении модельных задач). 

Предложенная постановка снимает 

вопрос о возможной множественности ре-

шений, т.к. решение (24) не содержит па-

раметра регуляризации. Однако, можно 

также сказать, что соотношения вида (10) 

являются естественными регуляризатора-

ми и тогда решение (24) является одно-

значным с точностью до вектора регуляри-

зации  iff 


. Предложенное простое ре-

шение в некотором смысле близко к нор-

мативной методике 70-х годов. [28, с. 135-

137], где определение низшей ЧИК сведе-

но к рассмотрению системы с тремя СС  

для уравнения (6). При этом использова-

лось решение (24) для 1s , которое в 

этом случае при любом 0  дает 

DfD iэфф

баз . Некоторая нелогичность ме-

тодики [28] состоит в том, что теоретиче-

ский прогиб  u  в середине кузова опреде-

ляется от равномерно распределенной 

нагрузки q  под брутто по схеме плоской 

безраскосной рамы (схема Никольского 

[29]), но затем интерпретируется как тео-

ретический прогиб середины однородной 

балки Бернулли-Эйлера по рис.1: 

 22
2

65
24

al
D

ql
u  , 

где l2  - база кузова,  лп2 xxl  , a  - 

длина консоли. 

Кроме того, методика [28] предпола-

гает, что 625,01 f , делая тем самым не-

нужным экспериментальный этап. Имев-

шийся тогда опыт определения низшей 

ЧИК, позволяет сделать вывод, что ука-

занная выше нелогичность компенсирова-

лась выбором числового значения 1f . 

Наверное в настоящее время подход, осно-

ванный на использование фиксированных 

значений даже вектора f


 не является 

вполне оправданным из-за быстро меняю-

щейся номенклатуры моделей. 

После нахождения значений изгиб-

ной жесткости несколько ЧИК может быть 

найдено стандартными методами. При 

этом следует иметь в виду, что идентифи-

кация проводилась для схемы балки Бер-

нулли-Эйлера с кусочно-постоянной жест-

костью, имеющей, однако, прямолиней-

ную ось, на которой расположены центры 

тяжести всех поперечных сечений. 

Полученные значения прогибов мо-

гут быть использованы для предваритель-

ных оценок низшей ЧИК без проведения 

громоздких расчетов. Для этого следует 

перейти от дискретно-континуального 

распределения масс (аналогично рис. 2) к 

дискретному с сосредоточенными массами 

pimi ,1,   ( p  - количество узлов с задан-

ными прогибами) и принять, что форма 
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колебаний подобна экспериментальной 

кривой статического деформирования. По-

сле этого для схемы опирания по рис. 1, 

приравнивая работу сил тяжести gmi  ки-

нетической энергии, получим для низшей 

ЧИК выражения: 

31

2 / JgJ , 


i

iivmJ1 , 
i

iii vxmJ2 , 

                             
i

iivmJ 2

3 ,                (26) 

где ii vx ,  - абсциссы и экспериментальные 

ординаты статического прогиба. 

Если в точках  пл , xx  расположены 

линейно-упругие опоры с жесткостями 

 пл , kk , то, представив жесткие (без де-

формаций) перемещения в виде: 

bxau  ,                    (27) 

получим для частот подпрыгивания гало-

пирования: 

2

2

11

2

2,1 aaa  ,         (28) 

где 

2

1200 SSSa  ,      112002

0

1 2
2

1
ScScSc

a
a  ,     

0

1
2

a
a


 , 


i

k

iik xmS ,     ii

i xkxkc пплл  ,     2

1201 ccc  . 

Жесткие статические перемещения 

для схемы на упругих опорах также имеют 

вид (27), причем: 

 1102

1

ScSc
g

a 


 ,     

 0212

1

ScSc
g

b 


 , 

где g  - ускорение свободного падения. 

Если теперь представить форму ко-

лебаний схемы на упругих опорах в виде: 

32211 uuuuy   ,       (29) 

где xu  2,12,1   - нормированные формы 

колебаний подпрыгивания и галопирова-

ния: 

10

2

2,1

1

2

2,11

2,1
SS

Sc








 , 

а 2,1  - коэффициенты распределения ам-

плитуд для жестких форм, удовлетворяю-

щие требованию 

uuu  2211  , 

(u  находится по (27)), а также усло-

вию ортогональности скелетных схем: 

    kjxuxum
i

ikij  ,01 ,   (30) 

откуда получается (например, с помощью 

МНК): 

12

21

1
1 ; 




 




 b

ba
. 

Если после этого считать, что  3u  в 

(29) представляет собой эксперименталь-

ную статическую форму  v , то приходим 

к частотному уравнению вида (6) для мат-

риц 3-го порядка, причем: 

    1

2

п2п

2

2пп

2

п1п

2

1лл ,, gJukukukukdiag C , 

а элементы ijm  матрицы M  имеют вид: 

   
k

kjkikij xuxumm  

(при этом вследствие (30) будет 012 m ). 

Описанные вычисления соответ-

ствуют процедуре Ритца и приводят к за-

вышенным значениям частот. Значительно 

более точные результаты можно получить, 

используя метод Граммеля [30]. В этом 

случае вместо формулы (26) для схемы на 

жестких опорах получим: 




k

k

DJ


 22 3

,     
k

k
J

g
D 

13
,    (31) 

где    1

2

1

2

1   kkkkkkk MMMMxx , 

причем значения kM  вычисляются по 

формулам (16)-(18) для imP  . 

В случае упругих опор метод Грам-

меля вместо (6) приводит к уравнению с 

матрицами 3-го порядка: 

  0det 4

4

2

2  MMC  , 

где: 
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 oc  
1c   

;      𝐌𝟒 =
1

𝐷
𝐐∗𝚺𝐐 ; 

 0S  
1S  1J  

 

 

 

(32) С = 1c  2c   
         

2M = 1S  2S  2J  

     1J  2J  3J  

   

(неуказанные элементы в таблице для мат-

рицы С  равны нулю). 

При этом  D  вычисляется по (31), 

 J  - по (26),  S  - по (29), в 3n   pn   

матрице Q  первый столбец состоит из 

единиц, второй – из координат сосредото-

ченных масс, а третий представляет собой 

вектор экспериментальных значений пере-

мещений. Матрица Σ  состоит из элемен-

тов ij , которые представляют собой инте-

гралы: 

 







1

1

1P

k

x

x

jiij

k

k

MM ,        njmi xMxM
n

m









, 

 



























 





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















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







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


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


 



k

k

k

k

k

k

k

k
xxMM kk

x

x
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k

k

1

11

1

3

1
1

1

, 

причем ji MM ,  вычисляются по формулам (16)-(18) для ii mP  , jj mP  . 

 

Выводы 

1. На основе рассмотрения суще-

ствующих методов модального анализа 

различных машиностроительных кон-

струкций сделан вывод о возможности 

косвенной оценки низшей частоты изгиб-

ных колебаний кузова пассажирского ва-

гона в вертикальной плоскости. 

2. С учетом специфики конструкции 

предложено для нахождения низшей ча-

стоты производить расчетно-

экспериментальную оценку изгибной 

жесткости  EJD   кузова, представляя 

его в виде одномерной балки Бернулли-

Эйлера с кусочно-постоянными значения-

ми  D . Правомерность такого подхода 

основана на идентичности матричных 

уравнений, описывающих динамическое 

поведение различных конструкций. 

3. Для упрощения решения предло-

жено использовать тот факт, что для пас-

сажирского вагона количество перемен 

значений  D  по длине кузова значительно 

больше количества различных числовых 

значений жесткости. 

4. Использование метода наимень-

ших квадратов при сравнении поперечных 

перемещений модели (расчетных значе-

ний) и прототипа (экспериментальные зна-

чения на натурном кузове) сводит задачу 

идентификации значений  D  к многомер-

ной обратной коэффициентной задаче. 

5. Предложена гипотеза о пропорци-

ональности фактического значения  D  

прототипа легко вычисляемому геометри-

ческому значению  D  модели, что позво-

лило свести многомерную обратную ко-

эффициентную задачу (неустойчивую по 

Адамару) к элементарной задаче поиска 

экстремума функции одной переменной. 

6. Предложенный алгоритм исполь-

зовался при решении модельных задач, в 

которых вычислялись перемещения от по-

перечных нагрузок для схемы с заданными 

значениями  D , а затем эти перемещения 

использовались в качестве исходных дан-

ных для алгоритма идентификации. Вы-

числения показали высокую точность 

предложенного подхода. 

7. Предложены простые соотношения 

для оценки низшей частоты изгибных ко-

лебаний, основанные на методиках Ритца и 

Граммеля, использующие полученные зна-

чения кусочно-постоянной жесткости. При 

этом формула для частоты схемы на жест-
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ких опорах (формула (26) вообще не тре-

бует решения задачи идентификации – в 

нее напрямую входят экспериментальные 

значения прогибов. 
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