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Анализ процесса функционирования технологического комплекса 
с различными видами обесценивающих отказов  

методом траекторий* 
 

Рассмотрено применение метода траекторий, позволяющего моделировать процесс функционирования полумар-
ковских систем. Приведен пример технологического комплекса, при функционировании которого возможны различ-
ные отказы. Проведено моделирование технологического комплекса с учетом обесценивающих отказов; подтвер-
ждена точность метода траекторий. 
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Process analysis of technological complex operation with different 
kinds of depreciating failures by path methods 

 
The application of a path method allowing the simulation of the process of semi-mark system operation is considered. 

There is shown a sample of the technological complex during the operation of which various failures are possible. The simula-
tion of the technological complex taking into account depreciating failures is carried out; the accuracy of the path method is 
confirmed. 
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Введение 
 

В связи с возрастающими требованиями к 
эффективности технологических систем, все 
большую актуальность приобретают вопросы 
повышения надежности механосборочного 
производства. Для сборки сложных изделий 
машиностроения из узлов и деталей широко 
применяются резьбовые соединения (РС). При 
изготовлении резьбовых соединений можно  

 
* Исследования выполнены при поддержке гранта 

Российского фонда фундаментальных исследований  
№ 19-01-00704. 

выделить две основные стадии: получение де-
талей с резьбой и сборка. При изготовлении 
высокопрочных болтов и шпилек наиболее 
эффективным является накатывание резьбы 
роликами.  

Основная часть 
 
Этапы жизненного цикла изделий машино-

строения, включающие изготовление деталей 
с резьбой и сборку резьбовых соединений, а 
также последующую эксплуатацию, тесно 
связаны между собой посредством технологи-
ческой наследственности [1, 2], что приводит 
к необходимости системного подхода к 
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анализу механосборочного производства. 
В ряде публикаций, в частности [1, 3 ‒ 7], 

показана эффективность аппарата полумар-
ковских процессов [8 ‒ 10] для исследования 
производительности и надежности механо-
сборочного производства, применительно к 
которому технологическая наследственность 
может быть описана на основе учета после-
действия. Вместе с тем математические моде-
ли для исследования производительности и 
надежности механосборочного производства с 
учетом технологической наследственности 
недостаточно разработаны.  

Отказы технологического комплекса (ТК) 
можно разделить на два типа: обесцениваю-
щие (в случае отказа обслуживание продукции 
прерывается, а после восстановления его ра-
ботоспособности обслуживание продукции 
начинается сначала) и необесценивающие (в 
случае отказа ТК обслуживание продукции 
прерывается, а после восстановления его ра-
ботоспособности обслуживание продукции 
продолжается, с учетом времени прерванного 
обслуживания) [4, 5].  

Целью данных исследований является по-
строение математической модели процесса 
функционирования ТК для определения его 
производительности, с учетом различных ви-
дов обесценивающих отказов, на основе мето-

да траекторий [8]. 
При анализе надежности процесса резьбо-

накатывания целесообразно рассматривать не 
только отказы оборудования, но также и вы-
ход параметров резьбовых деталей за пределы 
допусков. Необходимо отметить, что геомет-
рические и точностные параметры заготовок и 
готовых деталей, формируемые на каждом из 
технологических переходов, являются слу-
чайными величинами (СВ), математические 
ожидания (МО), дисперсии и функции рас-
пределения (ФР) которых могут быть получе-
ны путем статистической обработки и анализа 
результатов производственных эксперимен-
тов. 

Экспериментальные распределения СВ, для 
удобства дальнейшего исследования, могут 
быть заменены законом Эрланга второго, а, 
при необходимости, более высоких порядков. 
С помощью критерия χ2 было установлено, 
что полученные в результате экспериментов 
распределения случайные величины не проти-
воречат закону Эрланга второго порядка. 

 По результатам обработки эксперимен-
тальных данных [1] и применения к ним мето-
дов экспертных оценок и анализа иерархий, 
выделены важнейшие факторы, определяю-
щие надёжность процесса резьбонакатывания 
(табл. 1).  

 
1. Экспериментальные значения математического ожидания для процесса получения наружной резьбы 

М10х1,25-6g резьбонакатыванием 
 

№ 
Виды и характер  отказов технологического процесса Время наработки 

на отказ, ч 
Параметр λ 

закона Эрланга 
Время восста-

новления, ч 

1 Дефекты в накатанной резьбе из-за погрешности уста-
новки заготовок в станке 2,5 0,566 0,5 

2 

Погрешности размеров и формы резьбовой поверхно-
сти, вызванные неравномерной твердостью и пластич-
ностью материала заготовок, а также отклонениями 
формы и размеров фаски на заготовках 

16,67 0,025 4,0 

3 
Возникновение микротрещин в накатанной резьбе из-
за неисправности оборудования и  нарушения техноло-
гических режимов 

9,1 0,11 2,0 

4 Недопустимый износ и повреждение резьбонакатных 
роликов 40,0 0,035 5,0 

Примечание. Время накатывания  партии из 10 деталей 0,0083 часа 
 
В табл. 2 приведены значения математиче-

ских ожиданий, вычисленные в результате 
статистической обработки данных, получен-
ных в ходе эксперимента, выполненного на 
автоматической линии сборки автомобильных 
двигателей. Количество высокопрочных бол-
тов М10х1,25х100-6H/6g из стали 40ХН в 

групповом РС – 10 шт; момент затяжки – 
предварительный 44,2…54,0 Н·м, окончатель-
ный 74,6…84,4 Н·м обеспечивается дотяжкой 
2×90°. Затяжка осуществлялась автоматизиро-
ванным гайковертом с пневмоприводом и де-
сятью шпинделями, работающими независи-
мо. 
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2. Значения математических ожиданий по результатам экспериментального исследования процесса автомати-
зированной сборки групповых РС М10х1,25-6H/6g 

 
№ 

Виды и характер отказов технологического процесса 
Время 

наработки на 
отказ, ч 

Параметр  λ 
закона 

Эрланга 

Время 
восстановления, 

ч 

1 
Несоответствие натяжения стержня после затяжки 
номинальному значению (сверх допустимой погреш-
ности) 

6,3 0,22 2,0 

2 Неравномерная затяжка группового РС 7,5 0,189 1,5 

3 Разрушение резьбовых деталей в процессе сборки 14,6 0,097 4,0 

Примечание. Время сборки одного изделия: 0,004 часа 

 
По результатам экспериментальных иссле-

дований на этапе эксплуатации РС в изделиях 
машиностроения, отказы были сгруппированы 
по наиболее значимым причинам их возник-
новения следующим образом: разрушение 
резьбы (частичное либо полное, вызванное 
микротрещинами в резьбовой поверхности) – 
15 % случаев; раскрытие стыка РС, вызванное 
отклонениями формы и размеров резьбовой 
поверхности, в т.ч. из-за неправильной уста-
новки заготовки при резьбонакатывании –  
70 %; релаксация РС из-за неравномерной 

твердости и прочности резьбовых деталей – 10 
%; релаксация РС из-за дефектов, переданных 
резьбовым деталям в виде наследственной 
информации неисправными резьбонакатными 
роликами – 5 % случаев [1].  

Отказы РС, не связанные с качеством кре-
пежных деталей, в результатах экспериментов 
не учитывались. Количественные данные, по-
сле статистической обработки и применения 
методов экспертных оценок и анализа иерар-
хий, приведены в табл. 3. 

 
3. Экспериментальные значения математических ожиданий для этапа эксплуатации изделий с групповыми 

болтовыми РС М10х1,25-6H/6g 
 

№ Виды и характер отказов 
Время  

наработки на 
отказ, ч 

Параметр λ 
закона  

Эрланга 

Время  
восстановления, ч 

1 Разрушение резьбы (частичное либо полное, вызванное  
микротрещинами в резьбовой поверхности) 180,0 0,0078 15,5 

2 
Раскрытие стыка РС, вызванное отклонениями формы и 
размеров резьбовой поверхности, в т.ч. из-за неправильного 
положения заготовки при резьбонакатывании 

90,5 0,0156 10,0 

3 Релаксация группового РС из-за неравномерной твердости и 
прочности резьбовых деталей 160,5 0,0088 8,5 

4 
Релаксация РС из-за дефектов, переданных резьбовым дета-
лям в виде наследственной информации неисправными 
резьбонакатными роликами 

199,0 0,0071 9,5 

Примечание.  Время ‒176 ч в месяц, 2000 ч в год 
 
Параметры λ закона Эрланга, приведенные 

в табл. 1–3, вычислялись из соотношения:  
 = 2 / Mi, где Mi ‒ значение математических 
ожиданий для i-го фактора.  

Предлагаемая полумарковская математиче-
ская модель позволит оценить влияние надеж-
ности ТК на его производительность, с учетом 
вероятности возникновения различных отка-
зов. Основным допущением при построении 
модели является предположение о том, что 
потоки событий в ТК обладают последействи-
ем. 

Необходимо определить функции распре-
деления F(t) (СВ) ε - времени между двумя 
соседними моментами окончания обслужива-
ния продукции с учетом отказов ТК, а также 
МО, дисперсию указанной СВ и производи-
тельность ТК. Обслуживанием продукции в 
данном случае будем считать обработку заго-
товок, сборку изделий, а, в общем случае, – 
технологические либо эксплуатационные воз-
действия, осуществляемые с целью изготов-
ления готовой продукции и применения ее по 
назначению. Единицей продукции, в зависи-
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мости от этапа жизненного цикла, рассматри-
ваемого при моделировании, будем считать 
заготовку, деталь, узел либо изделие в целом. 

Примем, что время обслуживания единицы 
продукции на ТК  СВ α1 с ФР  
F1(t) = P1  t. Время безотказной работы 
ТК  СВ α2 с ФР F2(t) = P2  t, время вос-
становления ТК после i-го типа отказа  СВ βi 
с ФР G1(t) = P1  t. СВ  α1, α2, βi  предпола-
гаются независимыми, имеющими конечные 
МО и дисперсии; у ФР F1(t), F2(t), G1(t)  су-
ществуют плотности f1(t), f2(t), g1(t). Возник-
новение отказа i-го типа происходит с вероят-
ностью pi. При отказе ТК обслуживание еди-
ницы продукции прерывается, после восста-
новления его работоспособности прерванное 
обслуживание единицы продукции начинается 
сначала. 

Для описания функционирования ТК ис-
пользуем процесс марковского восстановле-
ния ПМВ n, n; n  0 и соответствующий 
ему полумарковский процесс (ПМП) (t) со 
следующими состояниями [9]: 

10х – ТК работоспособен, началось обслу-
живание очередной единицы продукции; вре-
мя, оставшееся до отказа ТК, равно x > 0; 

11х – мгновенное состояние, соответст-
вующее моменту окончания обслуживания 
единицы продукции; время, оставшееся до от-
каза ТК, равно x > 0; 

20 – произошло восстановление работоспо-

собности ТК, прерванное обслуживание еди-
ницы продукции начинается сначала; 

21i – произошел отказ ТК i-го типа, обслу-
живание единицы продукции прервано. 

Граф переходов системы приведен на рис. 1. 
Фазовое пространство состояний имеет вид 
Е = {10x, 11x, 20, 21i}. 
Опишем вероятности переходов вложенной 

цепи Маркова (ВЦМ): 
xyyxfp y

x  0),(1
11
10 ;

21
110 ( )i

x iP p F x ;
110

11 x
xP ; 

0;)()(
0

12
11
20  



ydttftyfp y ;

21
120 2

0

( ) ( )i
iP p F t f t dt


  ; 120
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Рис. 1. Граф состояний ТК 

 
Система интегральных уравнений для стационарных плотностей имеет вид: 
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Решением системы уравнений является  

ρ20 = ρ0 
ρ21i = pi ρ0 ; 





0

1201110 ,)()(ρ)(ρ)(ρ dyyhyxfxx
 

где pi – вероятность возникновения отказа i-го 
типа [6]: 

,




i

ip
 

где 




n

i
i

1
 ; 






1

)(
11 )()(

n

n tfth  – плот- 

ность функции восстановления процесса с 
временем восстановления α1.  

Постоянная ρ0 находится из условия нор-
мировки. 

Время пребывания в состояниях равно: 
110 α xx ; 011 x ; 21i i  ; 2120 αα  . 

ФР времени пребывания в состояниях 
имеют вид: 

)()(1)( 110 tFttF xx  ; 21 ( ) ( )i iF t G t ; 
)()()( 2120 tFtFtF  . 

Граф состояний системы с дискретными 
состояниями представлен на рис. 2. 
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Рис. 2. Граф состояний системы с дискретными со-
стояниями 
 

Необходимо определить вероятности пере-
ходов, стационарное распределение ВЦМ и 
ФР времени пребывания системы в состояни-
ях 10 и 20 системы с дискретными состояния-
ми, используя  формулы [9]: 
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Для состояний 20 и 21: 
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Найдем ФР времени пребывания системы в дискретном состоянии 10, используя выражение (2) 
[8]: 
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Преобразовав данное выражение, получим: 

   
   

   
 tF
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Имеются два подмножества: 

 10,21 ,20M i   и  11M . 
Определим траектории [8] выхода системы 

в подмножество M_ (рис. 3): 
 11101 SST  ,  2 10 21 10 11i iT S S S S . 

Определим ФР времен пребывания систе-
мы в состояниях 21i и 20 системы, с учетом 
повторных попаданий в них, по формуле (1): 

   sfcc
sFsF

202020

202
20 ˆ1

)(ˆ
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Рис. 3. Траектории выхода системы из подмножест-
ва  20,21,10 iM   

 
С помощью последовательной свертки, оп-

ределим ФР времени пребывания системы в 
каждой траектории [8]: 

)()( 101 tFtFT  ; 
2 2

2 10 21 20( ) ( ) ( ) ( )T
i iF t F t F t F t   , 

где   – знак операции свертки. 
Найдем вероятности реализации каждой из 

траекторий: 
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101 PPT  ;       
21

2 10
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iP P . 

Причем 121  TT PP . 
Отсюда становится возможным определить 

ФР )(tF
  времени пребывания системы в 

подмножестве M+ вне зависимости от началь-
ного состояния, как взвешенную сумму 
(смесь) ФР времени пребывания системы в 
подмножестве каждой траектории с коэффи-
циентами, равными вероятностям реализации 
этих траекторий: 
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где n – количество типов отказов, на основа-
нии обработки данных экспериментов [1].  

Как правило, количество типов отказов n, 
после применения к экспериментальным дан-
ным методов экспертных оценок и анализа 
иерархий, не превышает трех-четырех, наибо-
лее значимых для рассматриваемого процесса, 
что позволяет существенно упростить проце- 

дуру моделирования.  
Результаты моделирования (ФР F(t)) по-

лучены на основе формализованных исходных 
данных, которыми являются ФР F1(t), F2(t), 
G1(t), и G2(t); распределенные по закону Эр-
ланга второго порядка с параметрами 1, 2; 
1, 2; υ1, υ2; r1, r2 соответственно; причем: 
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На рис. 4 приведен график функции рас-
пределения F(t), полученной путем реализа-
ции предложенной полумарковской модели в 
среде Maple.  

 
Рис. 4. Вид ФР времени пребывания системы в под-
множестве E+ 

 
В качестве примера исходных данных для 

моделирования, были использованы значения 
из табл. 1 для четырех, наиболее значимых 
видов отказов процесса резьбонакатывания. 
Для оценки точности расчетов по предложен-
ной модели, сравним вычисленные по ней 
значения МО ФР, с полученными с помощью 
выражения [10]: 
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Математические ожидания ФР, полученной 
в рассматриваемом примере в результате рас-
чета по предложенной модели, с использова-
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нием метода траекторий, составляет 
4,194805194805194805 ч, а вычисленное с по-
мощью выражения (3) – 
4,194805194805194805 ч, что является совпа-
дением с точностью до девятнадцатого знака 
после запятой. Расчеты, проведенные по 
предложенной модели и с помощью выраже-
ния (3) для других наборов исходных данных, 
также подтвердили практически полное сов-
падение результатов. 

 
Выводы 

 
Таким образом, сравнение результатов мо-

делирования с использованием предложенной 
и известной моделей подтверждает высокую 
точность и эффективность модели, построен-
ной с применением метода траекторий. Пред-
ложенная модель является универсальной для 
исследования производительности и надежно-
сти различных иерархических уровней в 
структуре механосборочного производства, с 
учетом их стохастичности.  

Результаты моделирования предыдущего 
иерархического уровня могут являться исход-
ными данными для следующего уровня, что 
позволяет исследовать сложные технологиче-
ские системы в механосборочном производст-
ве, с учетом технологической наследственно-
сти. Важным преимуществом предложенной 
модели является значительное упрощение 
процесса моделирования, в частности, для по-
лучения результата не требуется решение ин-
тегральных уравнений. 

Направление дальнейших исследований 
связано с апробацией эффективности предло-
женного в [8] метода траекторий и разрабо-
танной на его основе полумарковской модели 
для анализа различных технических систем.   
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