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Представлена методика расчёта сферическо-
го подшипника скольжения с учётом наличия ше-
роховатости. Задача решается путём моделирова-
ния шероховатого слоя с помощью построения 
фрактальных 3D-моделей и определения парамет-
ров контактирования гладкого шара с полупро-
странством при наличии шероховатости с эквива-

лентными параметрами. Шероховатый слой при 
этом представляется в виде сплошного покрытия с 
переменным модулем упругости. 
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MODELING OF CONTACT INTERACTION OF SPHERICAL  

SURFACES OF BEARINGS OF SLIDING 
 

The solution of contact problems taking into ac-
count surface micro-geometry entailed certain difficul-
ties: a surface roughness has a complex structure hav-
ing a random component, but for all that it affects con-
siderably a conjugation load capacity. The account of 
the impact of a rough surface with different factors 
results in a substantial distortion of the result. In addi-
tion at the stage of distortion design an engineer is not 
aware initially of the quality of future surfaces which 
are to be matched for the best result.  

The procedure presented in this work allows ful-
filling a computation of a spherical plain bearing taking 
into account the impact of conjugated surfaces rough-
ness. The problem is solved through the simulation of a 

rough layer with the aid of the formation of fractal 3D 
models and parameter definition of the contact of a 
smooth ball with a half-space at the presence of rough-
ness with equivalent parameters. A rough layer at that 
is as a 3D continuous coating with fractal geometry 
equivalent to a real surface and with a variable coeffi-
cient of elasticity depending upon a fractal dimensio-
nality and degree of coating deformation. It allows 
increasing considerably the computation accuracy, au-
tomating and accelerating a designing process.       

Key words: spherical plain bearing, static load 
capacity, surfaces contact, fractal dimensionality, simu-
lation, deformation 

 
Введение 
Для оценки грузоподъёмности сфе-

рического подшипника скольжения необ-
ходимо рассмотреть задачу контактного 
взаимодействия элементов сферического 
подшипника, которую можно упростить, 
приведя внутренний контакт двух сфери-
ческих поверхностей к контакту гладкого 
шара, имеющего приведенный радиус кри-
визны, с плоскостью (упругим полупро-
странством). Затем, вводя понятие эквива-
лентной шероховатости, приведем кон-
тактную задачу к задаче взаимодействия 
гладкого шара с полупространством при 
наличии шероховатого слоя. При этом ше-
роховатый слой представляется в виде 

сплошного покрытия с переменным моду-
лем упругости.  

Особенностью данного подхода явля-
ется представление шероховатого слоя в 
виде фрактального объекта и его модели-
рование сплошным покрытием с толщи-
ной, определяемой высотными параметра-
ми шероховатости поверхностей, и моду-
лем упругости, зависящим от уровня де-
формации эффективного шероховатого 
слоя и фрактальной размерности. 

Рассмотрим подробнее процедуру 
оценки грузоподъёмности сферического 
подшипника скольжения. 

  
1. Оценка приведенных парамет-

ров сферического подшипника. Приве-
дем схему внутреннего контакта сфериче-

ских поверхностей к схеме контакта «шар 
– плоскость (упругое полупространство)». 
Тогда жесткий гладкий шар имеет приве-
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денный радиус кривизны 

 
где  – радиусы соответственно внут-
ренней сферы и сферической обоймы (оба 
тела гладкие). 

Приведенный модуль упругости име-
ет вид 

 
         Здесь E1, E2 - модули упругости; µ1, 
µ2 - коэффициенты Пуассона обоих тел.

  2. Учет шероховатости сопряжён-
ных поверхностей. Анализ и исследова-
ние параметров шероховатости достаточно 
полно изложены в работах [1 – 5].  

К параметрам шероховатости по-
верхности, оказывающим существенное 
влияние на контактное взаимодействие по-
верхностей, можно отнести максимальные 
высоты неровностей Rmax1, Rmax2. Схема 
контакта следующая: гладкая жесткая сфе-
ра находится в контактном взаимодейст-
вии с полупространством при наличии на 
нем эквивалентной шероховатости. Экви-
валентная шероховатость имеет толщину  

Rmax = Rmax1 + Rmax2. 
Покрытие имеет прочное сцепление с 

основанием. Рассматриваемый шерохова-
тый слой представим в виде фрактального 

объекта, профиль поверхности которого 
характеризуется фрактальной размерно-
стью D (1 < D < 2). Шероховатый слой 
представляет собой распределение мате-
риала по высоте и описывается опорной 
кривой Аббота - Фейерстоуна. Полагаем, 
что покрытие как фрактальный объект 
имеет фрактальный модуль упругости, за-
висящий от структурных особенностей 
шероховатого слоя (от фрактальной раз-
мерности) и степени деформации покры-
тия. 

3. Определение фрактальной экви-
валентной шероховатости является от-
дельной самостоятельной задачей. Сфор-
мулируем её так: известны фрактальные 
размерности шероховатых поверхностей 
сфер D1, D2, требуется найти поверхность, 
имеющую эквивалентную фрактальную 
размерность. 

 
Фрактальная размерность эквива-

лентной шероховатости двух сфер опреде-
ляется в следующей последовательности. 
Построим поверхности с фрактальными 
размерностями . Типичные поверх-
ности с разными фрактальными размерно-
стями, но с одинаковым масштабом пред-
ставлены на рис. 1.  

 

 
                            а)                                                           б)                                                         в) 
 

Рис. 1. Модели фрактальных поверхностей: а - D = 1,2; б - D = 1,5; в - D = 1,7 
 
При этом связь между фрактальными 

размерностями профиля и поверхности 
выражается зависимостью  

 
Приведем соответствующие сферам 

шероховатые поверхности в соприкосно-
вение на уровне, когда можно выделить не 
менее пяти пятен контакта (рис. 2). Анализ 
полученных пятен контакта дает возмож-
ность определить фрактальную размер-
ность сочетания фрактальных поверхно-

стей. Полагаем, что эта фрактальная раз-
мерность характеризует эффективную ше-
роховатость. 

Увеличенные в масштабе пятна кон-
такта подвергаются анализу. Эффективная 
фрактальная размерность, определяемая с 
помощью метода «периметр Р – площадь 
А» для каждого пятна, выражается зависи-
мостью 
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Рис. 2. Сопряжение шероховатых поверхностей и пятна контакта 

 
4. Теория Герца. Деформации и на-

пряжения, возникающие при взаимном 
сжатии двух соприкасающихся тел, назы-
ваются контактными. Передача давлений в 
месте касания происходит по малым пло-
щадкам. Материал в зоне такой площадки 
находится в объемном напряженном со-
стоянии, не имея возможности свободно 
деформироваться. Контактные напряжения 
имеют местный характер, быстро убывая 
по мере удаления от площадки контакта. 
Расчеты и исследования показывают, что 
материал, подверженный всестороннему 
давлению в зоне контакта, может выдер-
жать большое давление, не пропорцио-
нальное приложенной силе. Задача контак-
тирования двух упругих гладких тел рас-
сматривалась Г. Герцем (H. Herz, 1881). В 
основу решений контактных задач поло-
жены следующие допущения: 

• Площадки контакта малы по срав-
нению с поверхностями сопрягаемых тел.  

• Материал соприкасающихся тел 
однороден и изотропен, поверхности тел 
гладкие. 

• Силы давления, распределенные по 
площадке контакта, нормальны к этой по-
верхности (силами трения в данном случае 
пренебрегают). 

• Оба тела в точке касания имеют 
общую касательную поверхность и общую 
нормаль, вдоль которой направлены сжи-
мающие усилия F. 

• Смазочный материал в зоне контак-
тирования отсутствует. 

Схема контакта между шаром и уп-
ругим полупространством представлена на 
рис. 3. 

                        
 

     Рис. 3. Контакт шара с упругим полупространством                       Рис. 4. Сферический контакт  
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Твёрдый шар радиусом R вдавлива-
ется в упругое полупространство на глу-
бину d (глубина проникновения), образуя 
область контакта радиусом . Не-
обходимая для этого сила равна 

. 
         Здесь E* - приведенный модуль упру-
гости. 

Сферический контакт подшипника 
(рис. 3) приводится к схеме, показанной на 
рис. 4. При контакте двух шаров с радиу-
сами R1 и R2 все уравнения справедливы 
для приведенного радиуса R. При этом 
распределение давления в площади кон-
такта определяется по формуле 

 
где максимальное давление в центре 

. 
Площадь круговой площадки 

 
величина деформации  

 
5. Упругопластический контакт. 

На рис. 5 показана деформация отдельной 
неровности в виде сферического сегмента 
гладким жестким штампом. 

В этом случае основные соотноше-
ния при упругопластическом деформиро-
вании приняты следующими (ω – величина 
деформации микронеровности; F – нагруз-
ка на микровыступ; А – площадь пятна 
контакта; индекс с обозначает критиче-
скую деформацию, соответствующую пе-
реходу от упругого состояния к пластиче-
скому): 

• Упругий контакт e (наблюдается 
при условии ): 

 

 
 

 

• Упругопластический контакт e-p1 
(1  

 
• Упругопластический контакт e-p2 (6  

 
• Пластический контакт p : 

 
Критическая величина деформации 

равна  где E* - приведенный 

модуль упругости; K – коэффициент (K = 
0,454 + 0,41µ); Н – твердость; R – радиус 
сферы. 

6. Контакт сферы с шероховатым 
полупространством. Полагаем, что шеро-
ховатая поверхность изотропна. В этом 
случае для определения параметров шеро-

ховатости достаточно провести анализ 
профилограммы. В случае множественного 
контакта используют вероятностное рас-
пределение вершин выступов. Так как ше-
роховатый слой определяет несущую спо-
собность контакта, то при моделировании 
поверхности следует обеспечить одинако-
вое распределение материала шероховато-
го слоя для реальной поверхности и ее мо-

 
 

Рис. 5. Деформация выступа сферической 
формы 
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дели.  
Когда два тела с шероховатыми по-

верхностями взаимодействуют друг с дру-
гом, реальная площадь контакта Ar намно-
го меньше, чем геометрическая площадь 
A0. При контакте между плоскостью со 
случайно распределенной шероховатостью 
и упругим полупространством реальная 
площадь контакта пропорциональна нор-
мальной силе F и определяется следую-
щим приближенным уравнением: 

 
Здесь Rq − среднеквадратичное зна-

чение неровности шероховатой поверхно-
сти; коэффициент k ≈ 2.  

Среднее давление на реальной пло-
щади контакта рассчитывается в первом 
приближении как половина приведенного 
модуля упругости E*, умноженного на 
среднеквадратичное значение неровности 
профиля поверхности Rq: 

 
         Если это давление больше твердости 
HB материала, то тогда 

 
микронеровности находятся полностью в 
пластичном состоянии.  

Для состояния ψ < 2/3 поверхность 
при контакте деформируется только упру-
го. Величина ψ была введена Гринвудом и 
Вильямсоном и носит название индекса 
пластичности. На основании анализа экс-
периментальных данных и аналитических 

методов расчета параметров контактиро-
вания сферы с полупространством с уче-
том наличия шероховатого слоя был сде-
лан вывод о том, что расчетные параметры 
зависят от деформации шероховатого слоя. 
При разработке модели контактирования 
сферического тела с шероховатой поверх-
ностью следует учитывать полученные ра-
нее результаты: 

–  при малых нагрузках давление для 
шероховатой поверхности меньше рассчи-
танного по теории Г. Герца и распределя-
ется, как известно, по большей площади; 

–  применение широко используемой 
модели шероховатой поверхности в виде 
ансамбля тел правильной геометрической 
формы, вершины выступов которых под-
чиняются определенному закону распре-
деления, приводит к значительным ошиб-
кам при оценке параметров контактирова-
ния, особенно при малых нагрузках (Н.Б. 
Демкин); 

–  отсутствуют пригодные для расче-
та параметров контактирования простые 
выражения и недостаточно развита экспе-
риментальная база. 

7. Фрактальная модель. Поверх-
ность состоит из большого числа нало-
женных друг на друга шероховатостей не-
скольких масштабов длины. Отклонение 
поверхности z(x,y) от срединной поверхно-
сти z(x,y) = 0 считается случайным процес-
сом, который характеризуется такими ста-
тистическими параметрами, как средне-
квадратическое отклонение высоты Rq, 
наклона и кривизны. Из-за многомасштаб-
ной природы поверхности среднеквадра-
тические значения указанных параметров 
значительно зависят от разрешающей спо-
собности измерительного прибора и от 
длины статистической выборки. Зависи-
мость всех трех параметров от увеличения 
масштаба и пространственного разреше-
ния [6] показана на рис. 6. 

Масштабная зависимость означает, 
что приборы с различной разрешающей 
способностью и длиной сканирования да-
ют разные значения этих статистических 
параметров для одной и той же поверхно-
сти. Таким образом, моделирование, осно-
ванное на этих параметрах, может привес-
ти к неоднозначным результатам для пары 

 
Рис. 6. Масштабная зависимость 

статистических параметров 
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взаимодействующих шероховатых поверх-
ностей. Фрактальная характеристика ше-
роховатой поверхности не зависит от мас-
штаба и обеспечивает информацию о 
структуре шероховатости всех масштабов 
длины, обладающей фрактальными свой-
ствами.  

Профиль инженерной поверхности 
обладает свойствами непрерывности, не-

дифференцируемости и самоаффинности. 
Недифференцируемость связана с тем, что 
невозможно провести в любой точке про-
филя касательную, так как в этой точке 
будет возникать все больше деталей шеро-
ховатости. Статистическая самоаффин-
ность обусловлена сходством вида профи-
ля при различных увеличениях (рис. 7).

 

 
Рис. 7. Самоаффинность профиля 

 
Фрактальный объект (кривая) обла-

дает также свойством самоподобия: любой 
участок кривой имеет ту же фрактальную 
размерность, что и вся кривая. Длина 
фрактальной кривой (по Б. Мандельброту 
[7]) определяется по формуле 

 
Процедура определения длины фрак-

тальной кривой на участке AB понятна из 
рис. 8. 

 

    
 

Рис. 8. Определение фрактальной размерности по углу наклона α 
 

Длина кривой определяется выраже-
нием L=N(δ)δ. С уменьшением размера δ 
длина нелинейно возрастает. Прологариф-
мировав представленное выше уравнение, 
запишем: 

 
Зависимость  предста-

вим в виде графика (рис. 8), который от-

ражает мультифрактальную структуру 
фрактальной кривой (грубая и тонкая 
структуры). Отметим, что при длине вол-
ны, превышающей δ2, объект перестает 
быть фрактальным. 

Наклон прямой на участке δ1 … δ2 
позволяет найти фрактальную размерность 
как

 

. 

lgL 
 
 
lgL1 

 
 
 
lgL2 

lg(δ1)                   lg(δ2)              lg(δ) 

 

 

Тонкая структура Грубая структура 

Второй крос-
совер 

Первый крос-
совер (переход 
от гладкой 
поверхности к 
фрактальной) 

β 

α 
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Прологарифмировав исходное урав-
нение при L = L1 и δ = δ1 и преобразовав 
полученное выражение, получим: 

 

. 
         Отсюда 

 
Растворы циркуля от δ2 до δ1 опреде-

ляют соответствующие длины волн δ = 1 / 
ω, где ω – частота. На графике (рис. 9) 
представлена спектральная плотность ти-
пичного профиля шероховатой поверхно-
сти. 

Спектральная плотность профиля 
фрактальной поверхности определяется 

зависимостью 

 
         Здесь β  – угловой коэффициент (на-
клон) прямой зависимости lg S(ω) от lg(ω). 

Фрактальная размерность оценивает-
ся выражением 

 
где β – модуль углового коэффициента. 

 
8. Фрактальные параметры по-

верхности. В основе статистических мо-
делей случайного поля лежит теория Лон-
ге-Хиггинса [4] применительно к поверх-
ности океана. Позже Найак [5] указал на 
возможность применения этой теории для 
описания шероховатой поверхности.  

Полагаем, что шероховатый слой, 
имеющий высоту Rmax и соответствующее 
распределение материала, можно предста-
вить в виде фрактального объекта. К ос-
новным параметрам отнесем фрактальную 
размерность профиля как фрактальной 
кривой D и переменный модуль упругости 
самого слоя. Таким образом, шероховатый 
слой заменим покрытием толщиной Rmax 
с модулем упругости, зависящим от уров-
ня сближения. Тогда запишем:  

 
На рис. 10 приведены зависимости 

эффективного модуля упругости от отно-
сительного сближения для стальных по-
верхностей при разных значениях фрак-

тальной размерности (слева) и отношения 
площадей по теории Герца к контурным 
площадям с учетом фрактальной размер-
ности (справа).

 

           
Рис. 10. Зависимости эффективного модуля упругости и отношения площадей по теории Герца  

от сближения при разной фрактальной размерности 
 

При d = Rmax эффективный модуль упругости становится равным приведен-

 
Рис. 9. Спектральная плотность 
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ному модулю Е*. Применение эффектив-
ного модуля упругости, характеризующего 
структурные особенности шероховатого 
слоя, позволяет найти контурную площадь 
контакта гладкой жесткой сферы с шеро-
ховатым полупространством.  

Таким образом, предлагаемый под-
ход обосновывает экспериментальные 
данные, показывающие увеличение пло-
щади контакта по сравнению с данными 
теории Герца.  

Для анализа зависимостей, представ-

ленных на рис. 11, необходимо выделить 
структурные особенности фрактальных 
кривых, которыми являются профили ин-
женерных поверхностей. При D 

 A0/Ac также стремится к 
единице. Более сложная структура фрак-
тальной кривой при  приводит к 
росту контурной площади. Например, при 
величине относительного сближения 
d/Rmax = 0,5 имеем следующие расчетные 
данные: 

 

 1,2 1,5 1,8 
A0/Ac 0,561 0,397 0,099 

 
9. Сравнение с другими решения-

ми. Эффективный модуль является пара-
метром, зависящим от относительного 
сближения. Это обстоятельство усложняет 
решение задачи контактного взаимодейст-
вия и требует применения численных ме-
тодов и итерационных процедур. При та-
ком подходе шероховатый слой представ-
ляется в виде покрытия толщиной, срав-
нимой с высотными параметрами шерохо-
ватости, с переменным модулем упруго-
сти. Решение поставленной задачи прово-
дилось в два взаимосвязанных этапа. На 
первом этапе определялась контурная 
площадь, а на втором – фактическая пло-
щадь контакта.  

Оценка контурной площади. Ис-
пользуем результаты, полученные Е. Фин-
киным [8] на основании аналитического 
решения задачи о контакте шара с полу-
пространством при наличии тонкого упру-
гого покрытия. Здесь шероховатый слой 
рассматривается как упругое покрытие 
толщиной Rmax. Введение высоты выступа 
Rp в качестве толщины покрытия является 
оправданным при малых нагрузках. Тогда 
зависимость между нагрузкой F и радиу-
сом a имеет вид 

 
         Здесь µ – коэффициент Пуассона; R – 
радиус шара. 

Численное решение приведенного 
выражения позволяет получить зависи-
мость радиуса контурной площадки от на-
грузки (рис. 11). В качестве исходных дан-
ных для расчета были приняты: R = 3,18 
мм (радиус стального шара), D = 1,85; Е* = 
105 МПа; µ = 0,35 (эти данные относятся к 
шероховатой поверхности плоского мед-
ного образца). 

Оценка фактической площади 
контакта. Рассматривается упругий кон-
такт, когда все неровности находятся в уп-
ругом состоянии. Подобное состояние 
справедливо для слабонагруженных кон-
тактов. Рассмотренная ранее методика оп-
ределения контурной площади контакта 
основывалась на представлении шерохова-
того слоя как сплошного покрытия с пере-
менным модулем упругости. Реально при 

 
 

Рис. 11. Зависимость радиуса контурной площади 
контакта шара с шероховатой поверхностью от 
нагрузки: пунктирная линия – решение Г. Герца;  

сплошная линия – расчет по уравнению; кружки  – 
экспериментальные данные [8] 
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малых нагрузках контакт дискретен и со-
стоит из отдельных пятен фактического 
контакта.  

В соответствии с моделью А. Мад-
жумдара [6] используем размерное распре-
деление пятен фактического контакта, за-
писанное в виде 

 

Здесь формула 

Корчака, характеризующая распределение 
по размерам исследуемых объектов и оце-
нивающая число объектов, превышающих 
минимальный размер S; Smax – макси-
мальный размер пятна контакта. 

Фактическая площадь зависит от 

структуры шероховатого слоя фрактально-
го объекта с размерностью 1< D <2 и опре-
деляется зависимостью 

 
Предложенный подход к оценке фак-

тической площади контакта позволяет 
найти момент трения сферического под-
шипника скольжения как 

 
          Здесь удельное сопротивление 
сдвигу фрикционных связей;  - фактиче-

ская площадь контакта;  радиус внут-
ренней сферы.

 
Выводы 

1. На основе фрактальных представ-
лений предложена модель шероховатого 
слоя в виде сплошного покрытия, толщина 
которого принята равной максимальной 
высоте неровностей, а модуль упругости 
зависит от фрактальной размерности и 
степени деформации покрытия. 

2. Приведены зависимости отноше-
ния контурной площади касания к площа-
ди контакта, рассчитанной по формуле 
Герца. 

3. Произведена оценка контурной и 
фактической площадей контакта сферы с 
шероховатой поверхностью. 
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