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Введение 
 

В машиностроении при разработке техно-
логических процессов для повышения произ-
водительности необходимо выбрать мини-
мальный маршрут холостых перемещений ра-
бочих органов современного автоматизиро-
ванного оборудования [1, 2]. История решения 
подобных задач, в частности, задачи комми-
вояжёра, насчитывает без малого двести лет. 
Математическая формулировка данной задачи 

как задачи оптимизации была дана Карлом 
Менгером в 1930 г. 

Сегодня существует огромное разнообразие 
методов решения задачи коммивояжёра, по-
этому зачастую трудно определиться какому 
методу стоит отдать предпочтение и какой из 
них будет наиболее качественно и быстро ре-
шать задачу оптимизации пути [3]. Самым 
точным методом решения задачи коммивоя-
жёра является полный перебор всех вершин, в 
этом случае количество маршрутов составит 
значение равное n!, но, как известно, эта 
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функция является быстро растущей и для ко-
личества вершин больше 30 является трудно 
осуществимой так как (30-1)! будет составлять 
величину равную 8,841030. Кроме того, задача 
коммивояжёра относится к классу NP – пол-
ных задач, что было доказано Ричардом Кар-
пом в 1972 г. Подробное доказательство опи-
сано в работе [4]. 

 
Математическая постановка задачи 

 
Имеется полный взвешенный неориентиро-

ванный граф G = (X, E), где X ‒ множество 
всех вершин, а E ‒ множество всех рёбер. Не-
обходимо пройти все вершины (построить га-
мильтонов путь) так, чтобы суммарный вес 
рёбер был минимальным. 

Во многих производственных задачах, 
главной целью ставится нахождение гамиль-
тонова пути, что снимает необходимость воз-
вращения в исходную вершину. В качестве 
примера можно привести нахождение крат-
чайшего пути инструмента при изготовлении 
детали на станках с ЧПУ. 

Задачи такого типа решаются методами, 
которые условно можно разделить на два 
класса – приближённые и точные. В данной 
работе предлагается оригинальный прибли-
жённый алгоритм реализации решения задачи 
коммивояжера. 

 
Описание существующих алгоритмов 
 
Алгоритм Литтла (Алгоритм 1) – частный 

случай метода ветвей и границ. Он является 
одним из лучших по оптимальности найден-
ного пути, но в то же время из-за сложности 
его реализации производить точные расчёты 
на большом количестве не представляется 
возможным.  В худшем случае алгоритм при-
водит к полному перебору вариантов. 

Временная сложность этого алгоритма со-
ставляет О(n2 cn), где константа с оценена в 
ходе вычислительного эксперимента, приве-
дённого в работе [5].  

Стоит отметить, что хоть алгоритм и явля-
ется точным, но в ходе эксперимента на кор-
пусной детали (рис.1) этим алгоритмом был 
найден путь, вес которого был больше, чем 
вес путей, найденных другими рассматривае-
мыми алгоритмами. 

Если несколько видоизменить постановку 
задачи о нахождении гамильтонова контура, 
решаемой методом ветвей и границ, и не тре-
бовать возвращения к исходной точке, то не 
составит труда определить искомый путь [6]. 

Shortest Hamiltonian Path and Circuit 
(SHPAC) является точным алгоритмом, ис-
пользуемым для отыскания гамильтонова пу-
ти или контура минимального веса. Этот ал-
горитм основан на использовании упоря-
доченного взвешенного списка смежных вер-
шин графа и простых свойств, которым дол-
жен удовлетворять любой путь или цикл.  
Временная сложность этого алгоритма  
О(n2 2n) [7]. 

 

 
 

Рис.1. Главный вид корпусной детали 1 
 
Алгоритм Донецкова А.М. (Алгоритм 2), 

разработанный в МГТУ им.Н.Э. Баумана [8 – 
9], является приближенным и решает задачу 
нахождения кратчайшего гамильтонова кон-
тура с точностью большей или равной 3/4 от 
оптимального, при условии симметричности 
графа и 2/3 от оптимального в обратном слу-
чае. Временная сложность предложенного ал-
горитма равна O(n4).  

Жадный алгоритм (ЖА) представляет со-
бой приближённый класс алгоритмов. Он не 
всегда приводит к оптимальному решению, но 
во многих задачах даёт приемлемый, а в неко-
торых случаях и лучший результат. Жадный 
алгоритм подходит для довольно широкого 
класса задач, за счёт достаточной мощности 
исполнения. Если решать задачу поиска га-
мильтонова пути, применяя жадный алгоритм, 
то на каждом из этапов поиска делается вы-
бор, который кажется лучшим, не оценивая 
граф целиком и, как следствие, не застрахован 
от ошибок. Временная сложность простейше-
го алгоритма, основанного на жадном, состав-
ляет О(n2).  

Лучшая реализация алгоритма осуществ-
ляяется на т.н. матроидах, для которых жад-
ный метод всегда находит кратчайший путь 
при условии их взвешенности. Эта теория 
представляет практический интерес, быстро 
развивается и находит всё больше сфер при-
ложения [10]. В станках с ЧПУ используется 



Наукоёмкие технологии в машиностроении, № 2, 2020 
 

 
18                        © «Science intensive technologies in mechanical engineering», №2, 2020 

именно этот алгоритм. 
 

Предлагаемый алгоритм 
 
Алгоритм 3. Так как целью разработки ал-

горитма является его оптимизация не только 
по времени, но и по качеству решения, пред-
лагается алгоритм, который, исходя из анали-
за выше рассмотренных алгоритмов, основан 
на жадном алгоритме, как на самом оптималь-
ном по времени, исключает возможные ошиб-
ки жадного метода, делая проверку «лучшего 
выбора» на каждом шаге. 

Алгоритмическая сложность данного алго-
ритма ‒ O(n3), что даёт преимущество над 
другими алгоритмами в скорости поиска крат-
чайшего пути за исключением жадного, вре-
менная сложность которого O(n2) и не усту-
пающий в точности другим более сложным 
алгоритмам. 

Данный алгоритм является наиболее опти-
мальным и представляет практическую цен-
ность для любых видов задач, сводимых к 
взвешенному, сильно связанному графу, для 
которого, в свою очередь, выполняется нера-
венство треугольника, определяющее решение 
задачи коммивояжёра как гамильтонова пути 
[11].  

Теорема: если для каждой пары вершин (x, 
y) графа G выполняется условие: 

a(x,y)   a(x,z) + a(z,y) для всех z  x, z  y, (1) 
то гамильтонов контур является решением 
общей задачи коммивояжёра на графе G. До-
казательство этой теоремы приводится в рабо-
те [4] 
 

Алгоритм: 
1. Нумеруются вершины графа (1, 2, 3, 

…,n). 
2. Выбирается точка 1 и находится ребро с 

наименьшим весом, выходящее из выбранной 
точки. 

3. Исключаются те рёбра выбор которых 
приведёт к не самому благоприятному резуль-
тату в имеющимся графе следующим образом: 

 
(1, k) + (k, p)  (1, p) + (p, k),                (2) 

 
где k ‒ ближайшая вершина к вершине 1, и p  
ближайшая вершина к вершине k, k  1, кото-
рые находятся аналогично второму шагу. 

Исходя из неравенства (2) исключаются из 
перебора все рёбра (1, n-1), веса которых заве-
домо больше веса (1, p), кроме рёбер (p, k), (1, 
k), (k, p); если их веса меньше. 

1. Проверяется, не снимет ли выбранное 

жадным методом, ребро (1, k), весь эффект 
экономии времени при выборе следующего 
ребра (k, p): 

если (k, p) + (p, s)  (p, k) + (k, s),            (3) 
где s ‒ ближайшая вершина к вершине p, s  k, 
определяется аналогично второму шагу; то 
включается ребро (1, k) в маршрут и, считая 
точку k за начальную, повторяется алгоритм, 
начиная со второго шага. 

Если (k, p) + (p, s)  (p, k) + (k, s),             (4) 
то включается ребро (1, p) в маршрут, тем са-
мым исключая ошибку жадного алгоритма 
при выборе кратчайшего гамильтонова пути. 
Повторяется алгоритм, начиная со второго 
шага считая точку p за начальную. 

2. Повторяется алгоритм, начиная со второ-
го шага, меняя только начальную точку, до 
тех пор, пока все вершины не будут перебра-
ны.  

Псевдокод предлагаемого алгоритма вы-
глядит следующим образом: 

 
Алгоритм (G, l, n) 
Вход: граф G (X, E) (не ориентированный) с 

не отрицательными длинами рёбер {le : e E}; 
вершина n X. 

Выход: для всех вершин u, достижимых из 
n, dist [u] будет равно расстоянию от n до u. 

 
procedure Algorithm (G, l, n) 
while H  do 
u  DELETE – MIN (H) 
for вершины j Х do 
find k ᐅ где k  ближайшая вершина к вер-

шине 1 
dist [j] nil 
end for 
for вершины k Х do 
find p, p k ᐅ где p  ближайшая вершина к 

вершине k 
 dist [k] nil 
end for 
for вершины p Х do 
find s, s p ᐅ где s  ближайшая вершина к 

вершине p 
 dist [p] nil 
end for 
for l1 dist [j,k], l2 dist [k,p], l3 dist [p,s], 

l4 dist [k,s] где l1, l2, l3, l4 le do 
if l2 + l3 l2 + l4, then  
dist [u]  dist [j,k] 
return к шагу 1, принимается k  начальной 

вершиной 
else dist [u]  dist [j,p] 
return к шагу 1, принимается p  начальной 

вершиной 
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end if 
end for 
end while 
write dist [u] 
end 

 

Сравнение алгоритмов 
 
В рамках исследования эксперимент про-

водился на двух типовых корпусных деталях, 
представленных на рис. 1 и 2, и соответст-
вующая рис. 1 матрица смежности в табл. 1. 

 
 

 
Рис. 2. Главный вид корпусной детали 2

 
1. Матрица смежности массива отверстий корпусной детали 1 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8 
1  77,22* 140,45 128,50 77,17 182,73 240,83 189,29 
2 77,22  118,16** 138,82 128,92 231,32 268,45 183,22 
3 140,45 118,16  55,81* 116,38 172,25 173,59 67,38 
4 128,50 138,82 55,81  75,82* 116,69 130,67 63,74** 
5 77,17* 128,92 116,38 75,82  106,52 165,61 138,82 
6 182,73 231,32 172,25 116,69 106,52**  86,39* 146,84 
7 240,83 268,45 173,59 130,67 165,61 86,39**  118,45* 
8 189,29 183,22 67,38* 63,74 138,82 146,84 118,45  

Примечание. * Длины рёбер, которые обозначают маршрут, выбранный алгоритмом 1; 
** ‒ другими алгоритмами. 

 
2. Длины хода инструмента на корпусной детали 1 

 

Методы Алгоритм 1 
SHPAC, Ал-

горитм 2, ЖА, 
Алгоритм 3 

Lxx 585,01 558,24 
Примечание. Lxx – длинна маршрута, мм 

 
На рис. 1 представлен эскиз корпусной де-

тали, в котором необходимо обработать 8 от-
верстий диаметром 5 мм. Из условия, что дан 
граф G = (X, E), где отверстия представляют 

вершины графа X, а рёбра E представлены в 
виде отрезков соединяющих каждое отверстие 
с каждым. Необходимо задать такой путь об-
хода инструментом детали, чтобы длина холо-
стого хода была наименьшей, или же найти 
кратчайший гамильтонов путь, при условии, 
что обработка ведётся на станке с ЧПУ и воз-
вращение в исходную точку может произво-
диться одновременно со сменой детали.  

௫௫ܮ   = ∑ ,,→ܮ                     (5) 
где Lxx  – это минимальная сумма всех пере-
мещений Li,j. 
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Решая эту задачу, были получены следую-
щие результаты, приведённые в табл. 2. 

При условии того, что алгоритм 1 пред-
ставляет собой вариацию полного перебора, 
оптимально справится с поставленной задачей 
алгоритм не смог и определил путь, который 
на 4,8 % длиннее путей, найденных другими 
алгоритмами. Что касается ЖА, на котором 
так же основана функция «point to point» ряда 
инженерных САПР (систем автоматизирован-
ного проектирования) подготовки управляю-
щих программ для станков с ЧПУ, то основ-
ной проблемой является проблема выбора 
точки начала отсчёта, от выбора которой и за-
висит определение оптимального пути  
(табл. 3). 

 
3. Длины хода инструмента на корпусной детали 2 
 

Методы ЖА Алгоритм 1, SHPAC, 
Алгоритм 2, Алгоритм 3 

Lxx 1429,28 1344,37 
Примечание. Lxx – длинна маршрута, мм 
 
Для второго примера детали, имеющей 

двадцать одно отверстие диаметром 8 мм, бы-
ли поставлены идентичные условия, пред-
ставляющие его в виде графа. Чтобы не за-
громождать чертёж, рёбра графа были скрыты 
(см. рис. 2). 

Исходя из полученных результатов, жад-
ный алгоритм определил путь, который на 6 % 
оказался длиннее, чем путь, найденный дру-
гими рассмотренными алгоритмами. 

Наилучшие значения одновременно и по 
времени поиска и по оптимальной длине най-
денного пути показал предложенный в данной 
статье алгоритм 3, имеющий временную 
сложность O(n3).  

Стоит отметить, что алгоритм, предложен-
ный Донецковым А.М., не уступал по опти-
мальности найденного пути, но однократно 
уступал по времени, которое он затрачивал. В 
табл. 4, приведены значения времени реализа-
ции алгоритмов, полученные на деталях, при-
ведённых на рис. 1 и 2. Все вычисления были 
произведены теоретическим путём на основа-
нии известных временных сложностей всех 
алгоритмов. На процессоре Intel Core i3-5010U 
с тактовой частотой 2,1 ГГц.  

 
4. Время реализации алгоритмов 

Методы 

Кол-во 

 точек 

SHPAC Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3 ЖА 

8 0,00008 0,0027 0,000002 0 0 

21 0,44040 0,0174 0,000093 0,000004 0 

60 6,2672104 лет 8,4560 0,006171 0,000103 0,000002 

100 - 185,762 0,0476 0,000476 0,000005 

200 - 919 лет 0,761905 0,003809 0,000019 

300 - - 3,857 0,012857 0,000043 

1000 - - 476,1905 0,476190 0,000476 

Примечания: 1. Численные значения без размерности представлены в секундах. 
2. Прочерки означают, что время, затрачиваемое на поиск оптимального решения велико.  

 
Заключение 

 
По итогам экспериментального исследова-

ния, предлагаемый алгоритм во всех случаях 
выдавал аналогичный оптимальный результат, 
получаемый другими более сложными алго-
ритмами, однако, за существенно меньшее 
время. Жадный алгоритм превосходит по ско-
рости предложенный, но в большинстве слу-
чаев он не позволяет определять оптимальные 
результаты длин маршрутов. 

Таким образом, применение данного алго-
ритма позволит эффективно повысить произ-
водительность решения задачи ком-
мивояжёра. Он может быть использован в со-
временных САПР подготовки управляющих 
программ для станков с ЧПУ. 
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