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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПРОЦЕССА 
ВАКУУМНОГО ЗАМОРАЖИВАНИЯ ЖИДКОСТИ В СПОКОЙНОМ СОСТОЯНИИ 

 
Получено обобщённое аналитическое реше-

ние задачи о процессе вакуумного замораживания 
жидкости в спокойном состоянии относительно 
толщины слоя намораживания ξ. Рассмотрено ре-

шение задачи образования тонкого слоя водного 
льда в герметичной вакуумируемой полости.  
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THEORETICAL ANALYTICAL METHOD IN PROBLEM SOLUTION  
OF LIQUID VACUUM FREEZING   IN QUIET STATE 

 
A generalized closed analytical solution of the 

problem of a quasi-stationary process in liquid vacuum 
freezing in a quiet state with regard to the thickness of 
the frosting layer ξ whereas heretofore numerical solu-
tions of this problem occurred. The advantage of the 
analytical solutions obtained of the problem of a quasi-
stationary vacuum freezing of moisture in a fine-
dispersion state over existing numerical ones consists 

in the identification of an immanent tie between defin-
ing and determined parameters regarding a thickness of 
the frosting layer ξ. It is also possible to use them di-
rectly at the computation without resorting to the help 
of computers. 

Key words: heat exchange, vacuum freezing, 
cooling, liquid, analytical method. 

 
Введение. Основные аспекты применения вакуумной техники в холодильных установ-
ках 

В настоящее время в холодильных 
парокомпрессионных установках в каче-
стве хладагентов применяют в основном 
хладоны и аммиак, термодинамические 
свойства которых позволяют осуществлять 
производство холода в широком диапазоне 
низких температур и, в большинстве слу-
чаев, при системном давлении больше ат-
мосферного [1-3]. 

При давлениях, близких к атмосфер-
ному, возможна генерация внештатных 
режимов работы испарителя холодильной 
установки, которые опасны для всей холо-
дильной установки, так как возможно про-
никновение в систему атмосферного воз-
духа. 

При понижении давления на всасы-
вании вплоть до атмосферного давления 
часто предусматривается отключение ком-
прессора за счёт схемы автоматизации. 

Общая энергетическая эффектив-
ность и коэффициент подачи компрессора 

при работе холодильной установки в ваку-
умном режиме существенно снижаются. 

Существующие в настоящее время 
хладагенты не могут полностью обеспе-
чить выполнение экологических, токсико-
логических, санитарных, экономических 
требований. 

Альтернативными рабочими веще-
ствами для холодильных парокомпресси-
онных установок могут служить вещества 
низкого давления, а именно: вода, рассолы, 
спирты, эфиры. 

Использование воды как хладагента 
при рабочих давлениях ниже атмосферно-
го реализуется в пароэжекторных холо-
дильных установках с пароструйными ва-
куумными насосами, которые, особенно 
при малой производительности, могут не 
удовлетворять требованиям по компактно-
сти, мобильности и т.п. 

Следовательно, использование ваку-
умных насосов, отличных от струйных 
принципом действия, обусловливает гене-
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рацию мобильных холодильных установок 
на воде или водяном паре. 

Исчерпывающий аналитический об-
зор средств вакуумной откачки приведён в 
[1-3]. 

Вышесказанное обусловливает акту-
альность математического моделирования 
процесса вакуумного замораживания жид-
костей в спокойном состоянии. 

 
Mатематическая модель процесса вакуумного замораживания жидкости в спокойном 
состоянии 

Постановка задачи исследования вы-
глядит следующим образом. 

Рассматривается замкнутая герме-
тичная полость; внутри полости находится 
жидкость, например вода, в спокойном со-
стоянии при температуре, близкой к 0°С. 
Предположительно при подаче воды в ва-
куумируемую полость расход воды таков, 
что при подлёте капель к днищу полости 
они охлаждаются примерно до 0°С. 

Вакуумирование полости происходит 
со скоростью S, которая остаётся неизмен-
ной в диапазоне давления при образовании 
массива льда, что обосновано с физиче-
ской точки зрения при спецподборе 
средств вакуумной откачки для конкрет-
ных свойств замораживаемой жидкости. 

Граничное условие на границе лёд - 
паровая полость выглядит следующим об-
разом: 
 

 
                            ,                

 
где λ — коэффициент теплопроводности 
льда в состоянии таяния; Т — температура; 
S* — эффективная скорость откачки на 
единицу площади сечения вакуумируемой 
полости; ρ" — плотность насыщенных па-
ров воды; L — теплота замерзания; r — 
теплота испарения; m — масса; τ — время; 
х — координата, отсчитываемая от внеш-
ней поверхности ледяного массива, имею-
щего глубину промерзания ξ, в сторону 
замораживаемой жидкости. 

Граничное условие на границе лёд -
вода выглядит следующим образом: 
 

, 

где ρл — плотность льда жидкости. 

В дальнейшем моделирование квази-
стационарного вакуумного замораживания 
влаги в мелкодисперсном состоянии будем 
проводить методом Лейбензона, успешно 
использованным автором для аналитиче-
ского решения задачи намораживания на 
поверхностях различной кривизны [4-20], 
на основании которого следует принять 
распределение температуры в плоском 
слое льда как стационарное распределение 
температуры. 

Стационарное распределение темпе-
ратуры в полом ледяном шаре выглядит 
следующим образом: 
 
             ,            (1) 

 
где T1 — температура замерзания; T0 — 
температура поверхности льда на границе 
раздела лёд - паровая полость. 

Плотность паров влаги выразим че-
рез давление насыщенных паров р,  пере-
менную температуру поверхности замора-
живания Т0, универсальную газовую по-
стоянную RГ: 
 
                      .                               (2) 

 
Применим граничное условие на гра-

нице лёд - паровая полость для принятого 
распределения температур (1), а также вы-
ражение для плотности паров влаги ρ" (2): 
 

=  

                     .                    (3) 

В дальнейшем применим граничное 
условие на границе лёд - вода для приня-
того распределения температур (1): 
 

=  
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                                 .                     (4) 

 
Разделим в уравнении (6) переменные 

и проинтегрируем в соответствующих 
пределах, после чего получим выражение, 
связывающее толщину слоя наморажива-
ния ξ с временем τ: 
 

                    .                       (5) 

 
Левые части выражений (3) и (5) рав-

ны, поэтому равны и их правые части: 
 

                   .              (6) 

 
Для решения уравнения (6) необхо-

димо выразить с приемлемой точностью 
давление насыщенного пара надо льдом р 
в интересующем диапазоне температур 
0…12 °С: 
 
                        ,                       (7) 
 
где А=35 Па/К, В=8940 Па — константы. 

Подставим давление из выражения 
(7) в уравнение (6): 
 

           .    (8) 

 
Основное уравнение относительно 

толщины слоя намораживания ξ и времени 
τ получим, подставив соотношение для Т0 
из уравнения (5) в уравнение (8): 
 

 
. 

После упрощений оно примет окончатель-
ный вид: 

             .     (9) 

Аналитическое решение уравнения 
(9) относительно толщины слоя наморажи-
вания ξ также получается посредством ре-

шения уравнения третьей степени относи-
тельно ξ (один корень - действительный, 
два - комплексно-сопряжённые). В общем 
виде решение довольно громоздко, поэто-
му следует переписать уравнение (9) в 
следующем виде: 
 
                  ,            (10) 
 

где   

 
 . 

Действительное решение уравнения 
(10) выглядит следующим образом: 
 

 

.    (11) 

 
Bыражения (10) и (11) являются 

обобщёнными замкнутыми аналитически-
ми решениями задачи о квазистационар-
ном процессе вакуумного замораживания 
жидкости в спокойном состоянии относи-
тельно времени намораживания τ и тол-
щины слоя намораживания ξ соответ-
ственно. 

Преимущество точных аналитиче-
ских решений перед существующими чис-
ленными состоит в выявлении имманент-
ной связи между определяющими и опре-
деляемыми параметрами, а также о том, 
что ими можно непосредственно восполь-
зоваться при расчёте, не прибегая к помо-
щи диаграмм (номограмм) или вычисли-
тельной техники. 
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Заключение 
В исследовании было получено 

обобщённое замкнутое аналитическое ре-
шение задачи о квазистационарном про-
цессе вакуумного замораживания жидко-
сти в спокойном состоянии, в то время как 
до этого имели место числен-ные решения 
данной задачи. 

Преимущество полученных аналити-
ческих решений задачи о квазистационар-

ном вакуумном замораживании влаги в 
мелкодисперсном состоянии перед суще-
ствующими численными состоит в выяв-
лении имманентной связи между опреде-
ляющими и определяемыми параметрами. 
Ими можно непосредственно воспользо-
ваться при расчёте, не прибегая к помощи 
вычислительной техники. 
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