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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ИЗНАШИВАНИЯ 
ШЛИФОВАННЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ ТРЕНИЯ 

 
Представлена математическая модель изна-

шивания поверхности, имеющей отклонение фор-
мы и расположения, шероховатость, волнистость и 
сформированный при финишной абразивной обра-
ботке поверхностный слой. Приведены результаты 

триботехнических испытаний шлифованных сталь-
ных поверхностей.  

Ключевые слова: поверхность трения, ско-
рость изнашивания поверхности, математическое 
моделирование, абразивная обработка.  
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MATHEMATICAL MODELING OF GROUND FRICTION 

SURFACE WEAR PROCESS 
 

Many factors affecting considerably surface 
wear cannot be taken into account within the bounds of 
existing approaches to the mathematical description of 
this process. It is well-known that the modes of finish 
grinding have a significant influence upon wear resis-
tance of a friction surface. It is explained, for example, 
by differences in a structural – phase state of a surface 
layer formed in the course of thermal and force impact 
of abrasion. Therefore, for reliable forecasting of the 
resource of many tribo-couplings it is necessary to es-
timate friction surface wear resistance taking into ac-
count the influence of conditions and modes of finish-
ing abrasion. 

The mathematical modeling of the process un-
der consideration allowed obtaining an equation for the 
computation of a wear rate of run-in ground friction 

surfaces and non-run-in ones in which pressure in a 
contact, slip velocity, abrasion modes, form errors in a 
friction surface and also a state of a surface layer and a 
position error of a friction surface in a coupling      are 
taken into account.  

Experimental researches have confirmed a pos-
sibility of use in practice the mathematical depen-
dences obtained. 

The researches carried out allow forecasting 
more reliably ground friction surface wear of machi-
nery and mechanisms. 

Key words: friction surface, surface wear ve-
locity, mathematical modeling, abrasion. 

 
 

 
Несмотря на успехи, достигнутые со-

временной трибологией, проблему моде-
лирования процесса изнашивания нельзя 
считать решенной. Множество факторов, 
существенно влияющих на изнашивание 
поверхности,  невозможно  учесть в рам-
ках существующих подходов к математи-
ческому описанию данного процесса. Так,  
результаты исследований [1;2] показали, 
что режимы финишного шлифования ока-
зывают значительное влияние на износо-
стойкость поверхностей трения. Скорость 
изнашивания таких поверхностей при  
варьировании  режимов обработки может 
меняться в 1,5 – 3 раза. Это объясняется 
различиями структурно-фазового состоя-
ния материала поверхностного слоя, фор-

мируемого в ходе термического и силового 
воздействия абразивной обработки. По-
этому для достоверного прогнозирования 
ресурса трибосопряжений необходимо 
оценивать износостойкость поверхностей 
трения с учетом влияния условий и режи-
мов финишной абразивной обработки. 

Рассмотрим подвижный контакт двух 
поверхностей, имеющих макроотклонения, 
волнистость и шероховатость (рис. 1). 
Контактирующие поверхности 1 и 2 при-
жаты силой Р и перемещаются друг отно-
сительно друга с постоянной скоростью V. 
Между поверхностями в пределах некото-
рой площади А образуются пятна контакта 
3, на которых возникают фрикционные 
связи, приводящие к отделению частиц 
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Рис.  1.   Подвижный      контакт       
двух    поверхностей 

материала с одной или двух поверхностей. 
Объем отделяемого материала зависит от 
конкретных условий изнашивания и может 
определяться нанообъемами (перенос 
группы атомов в ходе механохимических 
процессов, наблюдаемых при трении) и 
макрообъемами (вырывы материала с по-

верхности при заедании). Отделение час-
тиц материала приводит к износу кон-
тактирующих поверхностей. Износостой-
кость поверхностей деталей оценивают 
величиной, обратной интенсивности или 
скорости изнашивания. 

Получим уравнения для скоростей 
изнашивания контактирующих поверхно-
стей. Износ поверхности на некоторую ве-
личину h в единицу времени произойдет, 
если с части А этой поверхности трения, 
на которой образуются пятна контакта 
(рис. 1), отделится объем материала, рав-
ный hA. При этом скорость изнашивания 
поверхности 

                             ,
A

S
h

ν=γ                   (1) 

где h – средняя толщина материала, уда-
ляемого за одно нарушение фрикционной 
связи;  ν – частота возникновения фрикци-
онных связей в пределах поверхности тре-
ния в единицу времени; S – площадь пятен 
контакта, охваченная фрикционными свя-
зями; А – часть площади поверхности тре-
ния, в пределах которой возникают пятна 
контакта. 

Уравнение для расчета частоты воз-
никновения фрикционных связей можно 
представить в виде 

                         ,nVk
w

с

п










τ
τ≈ν ν            (2) 

где kν – размерный коэффициент пропор-
циональности; τп – время существования 
пятна контакта; τс – время существования 
фрикционной связи [3]; w – показатель 
степени; n – число пятен контакта на по-
верхности трения; V – скорость скольже-
ния. 

При изнашивании поверхности о за-
крепленный абразив τп /τс=1. 

 Учитывая, что число n пятен кон-
такта увеличивается с увеличением на-
грузки Р (при ненасыщенном контакте) [4], 
уравнение (2) можно записать следующим 
образом: 

                     ,PVkk n

w

с

п










τ
τ≈ν ν              (3) 

где k n – коэффициент пропорциональности 
между величинами n и Р. 

Часть А поверхности трения, на ко-
торой образуются пятна контакта, можно 
выразить как 

                                              ,tAA pa=                  (4) 

где Аа – площадь поверхности трения; tр – 
доля поверхности трения, на которой обра-
зуются пятна контакта (меняется с течени-
ем времени t). 









≥γ+

<γ+






 γ+
≈

,Htky,1

;Htky,
H

tky
b

t

t

t

a

t

p            (5) 

где у – сближение поверхностей трения 
под нагрузкой Р в начальный момент вре-
мени t=0 (зависит от контактной жесткости 
поверхностей);  а, b – параметры аппрок-
симации значений tр степенной функцией; 
kt – коэффициент, учитывающий взаимо-
связь γ  и t;        Н – величина, учитываю-
щая макроотклонение, волнистость, шеро-
ховатость и погрешность положения по-
верхности в паре трения (рис. 2). 
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Рис. 2. Схема  к  определению 
величины Н 

Для конкретной пары трения Н опре-
деляется индивидуально, так как степень 
влияния перечисленных факторов в каж-
дом случае различна. Если одна из поверх-
ностей трения значительно меньше другой, 
то можно рекомендовать следующую зави-
симость для расчета Н:  

          ( ) .RWHH 2
maxmax

2
max

2 +++∆=  

 
Здесь Нmax, Wmax, Rmax – соответст-

венно макроотклонение (отклонение фор-
мы), волнистость и шероховатость мень-
шей из поверхностей трения; ∆ – погреш-
ность положения поверхности в паре тре-
ния или сборочном узле. 

Отметим, что параметры а, b, Нmax, 
Wmax, Rmax и ∆ определяются технологией 
сборки узла трения и финишной обработки 
рассматриваемой поверхности. 

При подстановке (2 – 4) в (1) полу-
чим 
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где Vm = hS – объем материала, удаляемо-
го с поверхности трения за одно наруше-
ние фрикционной связи (зависит от вида 
изнашивания и структурно-фазового со-
стояния поверхностного слоя); р = Р/Аа – 
давление на поверхности трения. 

Как правило, контактные перемеще-
ния поверхностей значительно меньше их 
износов. Тогда уравнение (6) с учетом (5) 
для неприработанных поверхностей можно 
представить следующим образом: 

                                      

( ) ( ) ( ) .bHtkpVk a1

a

a1

a

ta1

1

++
−

+γ=γ        (7) 

Величина kγ = kν kn (τп /τс)w Vm явля-
ется коэффициентом, характеризующим 
износостойкость поверхности трения, и 
зависит от условий финишной абразивной 
обработки. 

Анализ формулы (7) показывает, что 
скорость изнашивания является степенной 
зависимостью произведения pV и гипербо-
лической зависимостью от времени t рабо-
ты сопряжения. Это подтверждается ре-
зультатами экспериментальных исследо-
ваний многих ученых [3-8 и др.]. 

При достижении износа, равного Н, 
поверхность полностью прирабатывается и 
скорость изнашивания определяется урав-
нением 

                            .pVk γ=γ                        (8) 

Такой вид закона изнашивания при-
работанных поверхностей согласуется с 
результатами исследований А.С. Пронико-
ва, М.М. Хрущова, Д. Арчарда, Д.Г. Эван-
са, Д.К. Ланкастера и др. 

Для определения скорости изнаши-
вания второй (сопряженной) поверхности 
трения необходимо в формулах (7) и (8) 
произведение pV умножить на коэффици-
ент, учитывающий размеры поверхности 
трения. Так, для пар трения с возвратно-
поступательным перемещением поверхно-
стей данный коэффициент равен l/L, где l, 
L – длины поверхностей трения в направ-
лении перемещений. Отметим, что в эти 
формулы необходимо подставлять величи-
ны  а, b, Н и kγ, которые характеризуют со-
стояние сопряженной поверхности трения. 

Уравнение (8) можно представить в 
виде  

ckpV=γ , 

где с – размерный коэффициент, завися-
щий от условий изнашивания поверхно-
сти; k – безразмерный коэффициент изно-
состойкости материала поверхностного 
слоя детали пары трения. 

Значение k будет определяться 
структурно-фазовым состоянием материа-
ла поверхностного слоя, зависящим от ус-
ловий и режимов финишной абразивной 
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обработки. Получим формулу для расчета 
коэффициента k.   

Анализ процесса абразивной обра-
ботки показал, что существует четыре 
фактора, в наибольшей степени опреде-
ляющие структурно-фазовое состояние по-
верхностного слоя: εɺ  –  скорость дефор-
мирования  материала в ходе обработки, с-

1; az – глубина внедрения вершин абразив-
ных зерен в обрабатываемый материал, м; 
ρ – радиус скругления вершин абразивных 
зерен, м; λ – интенсивность контактирова-
ния  рассматриваемого участка поверхно-
сти заготовки с абразивным инструментом, 
с

-1. Эти факторы комплексно характеризу-
ют термическое и силовое воздействия аб-
разивной обработки, формирующие по-
верхностный слой [1;2;9;10]. 

Запишем уравнение размерности ве-
личины k, полагая, что существует одно-
значная взаимосвязь между k и εɺ , az, λ, ρ. 

ϕδ−βα−= )L()T()L()T(TL 1100 ,           (9) 

где T – время; L – длина ; α, β, δ, ϕ  – по-
стоянные числа. 

Из уравнения (9) следует, что α = -δ и 
β = -ϕ. Тогда формулу для k можно пред-
ставить в виде 

                 
βα










ρ









λ
ε= za

k
ɺ

.                    (10) 

Величина ,Hω=λ   где ω – частота  
вращения  заготовки  или  число  рабочих  
ходов абразивного инструмента в единицу 
времени; H – число контактов рассматри-
ваемого участка поверхности заготовки 
со шлифовальным кругом.   

Таким образом, величина k в полной 
мере отражает влияние режимов финиш-
ной абразивной обработки на износостой-
кость поверхности. 

Для определения значений α и β бы-
ли использованы результаты эксперимен-
тов, представленные в  [1;2]. Часть этих 
результатов представлена в таблице. 

Таблица 
Условия обработки и износостойкость стальных шлифованных поверхностей образцов 

Материал 
(твердость) 

Глубина 
шлифования,  

мкм 

Время выхажива-
ния, 
мин 

Износ 
образца, 
мкм 

Скорость 
изнашивания, 

мкм/ч 
 

Сталь 45 
(НВ 200…220) 

20 0 17,0 1,70 

5   9,5 0,95 
6 0 12,0 1,20 

5  6,3 0,63 
Сталь 12ХН3А 
(НRC 58…62) 

6 0  3,4 0,34 
5  2,2 0,22  

 
Сталь 45                      

(НRC 46…50) 

20 0   4,8 0,78 

5  3,5 0,35 
6 0  3,7 0,37 

5  2,9 0,29 
Сталь 12Х18Н10Т 

(НВ 190…210) 
20 0 37,0 3,70 

5 15,5 1,55 
6 0 18,0 1,80 

5 14,0 1,40  
 

Сталь 35ХГСА                      
(НRC 40…45) 

20 0  8,2 0,82 
5  3,9 0,39 

6 0  4,7 0,47 
5  3,2 0,32 

Примечания: 1. Испытания проводились на машине трения МИ-1М по схеме «вращающийся  диск - нев-
ращающийся твердосплавный индентор» при нагрузке на индентор 150 Н и скорости скольжения 1,3 м/с. 2. В 
качестве смазочного материала использовалось масло И-20А. 
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Анализ полученных результатов по-

казывает, что коэффициент k имеет тесную 
корреляцию (коэффициент парной корре-
ляции Q = 0,89) со скоростью изнашивания 

поверхности (рис. 3). Можно установить, 
что α = 0,2 и β = 1,5. Тогда уравнение (10) 
применительно к условиям экспериментов 
имеет вид 

                                         
( )

.75,0a25,0;109105,3

;ak

z63

5,1

z
2,0

≤ρ≤⋅≤λ
ε≤⋅









ρλ
ε=

ɺ

ɺ

                      

Значения εɺ / λ и az/ρ можно рассчи-
тать по формулам [9;10].  

Последнее уравнение позволяет оце-
нивать износостойкость поверхности с 

учетом условий и режимов финишной аб-
разивной обработки. 

 

 
Рис. 3. Взаимосвязь скорости изнашивания γ и коэффициента износостойкости k материала поверхно-
стного  слоя:    – сталь   12ХН3А  (НRC 58…62);     – сталь  45  (НВ 200…220);      – сталь 12Х18Н10Т 
(НВ 190…210);     – сталь 45 (НRC 46…50);      – сталь 35ХГСА (НRC 40…45) 

 
Таким образом, полученные резуль-

таты позволяют:  
- достоверно   и   оперативно    оце-

нивать   износостойкость  поверхностей, 
сформированных при абразивной обработ-
ке;  

- целенаправленно выбирать режимы 
шлифования с учетом требуемой износо-
стойкости  поверхности. 

 Предложенная математическая мо-
дель процесса изнашивания имеет сле-
дующие преимущества перед существую-
щими аналогами: 

- модель справедлива для основных 
видов изнашивания подвижных сопряже-

ний, поскольку различные механизмы раз-
рушения поверхности трения могут быть 
учтены изменением коэффициента kγ; 

- напрямую учитывается совместное 
влияние давления в контакте и скорости 
скольжения на скорость изнашивания  по-
верхности; 

- в рамках данной модели одной и 
той же совокупностью уравнений описы-
ваются период приработки и нормальное 
изнашивание поверхности; 

- учитываются погрешности поверх-
ности трения, образующиеся при ее обра-
ботке, а также состояние поверхностного 
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слоя и погрешность положения поверхно-
сти трения в сопряжении; 

- появляется возможность учета 
влияния на износ термодеформационных 
процессов при трении путем прогнозиро-

вания частоты образования фрикционных 
связей на пятнах контакта. 

Проведенные исследования позволя-
ют более достоверно прогнозировать износ 
шлифованных поверхностей трения дета-
лей машин и механизмов.    
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