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Модель формирования незамкнутых колец  

из гибких упругих стержней 
 

Рассмотрена проблема формирования незамкнутых колец пластическим изгибом. Проанализировано влияние на-
строечных параметров технологической системы на диаметр формируемых колец. Предложены зависимости для рас-
чета изгибающего момента упругой и изгибающего момента пластической деформации в различных сечениях кольца. 
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Model of forming open-ended rings made of elastic rods 

 
The problem of forming open-ended rings by a plastic bend is considered. The influence of technological system super-

structural parameters upon a diameter of rings formed is analyzed. The dependences for the calculation of a bending moment of 
elastic deformation and a bending moment of a plastic one in different sections of a ring are offered. 
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В машиностроении широко применяются 

изделия в виде колец, изготовленных из пла-
стика. В частности, авторами предложена кон-
струкция упорно-радиального подшипника 
скольжения, в котором внешняя нагрузка вос-
принимается фторопластовым  опорным коль-
цом, обеспечивающим низкий момент сопро-
тивления вращению и высокую износостой-
кость деталей подшипника [1, 2]. Данный 
подшипник изготавливается ООО «ИнПрод-
Маш» и поставляется в качестве верхней опо-
ры производителям передней подвески авто-
мобиля семейства ВАЗ: «Калина», «Приора», 
«Гранта» и др.  

Для того, чтобы обеспечить самоустановку 
опорного кольца относительно дорожек 
скольжения колец подшипника опорное коль-
цо имеет разрез вдоль его оси. Незамкнутое 

кольцо по сравнению с замкнутым имеет то 
преимущество, что оно гораздо проще в изго-
товлении и обеспечивает возможность его 
безотходного производства из стандартных 
пластин.  

Схема изготовления незамкнутого опорно-
го кольца представлена на рис. 1.  

Между вращающимися валками 1 и 2 за-
щемлена плоская лента 3 прямоугольного се-
чения или с закруглениями по бокам. Свобод-
ный конец ленты 3 упирается в рабочую грань 
упора 4. Рабочая грань упора 4 расположена 
под углом p к направлению подачи заготовки 
Ox. При вращении валков 1 и 2 лента подается 
на упор 4 и изгибается, образуя радиус изгиба 
ρ. После прокатки за счет действия упругих 
сил лента частично выпрямляется, образуя 
кольцо требуемого диаметра D.  
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Рис. 1. Схема формирования опорного кольца подшипника 

 
Для обоснованного выбора параметров 

процесса формирования незамкнутого кольца 
необходимо знать их влияние на его геомет-
рические параметры. Такую задачу наиболее 
полно можно решить методом математическо-
го моделирования процесса.  

Диаметр формируемого кольца намного 
превышает его толщину, поэтому исходную 
заготовку следует рассматривать как тонкий 
упругий стержень. В связи с этим, рассматри-
ваемый процесс гибки не позволяет использо-
вать при построении математической модели 
классическую теорию малых деформаций со-
противления материалов. Поэтому в основу 
построения математической модели положена 
наиболее общая теория изгиба, предложенная 
в работах [3 ‒ 5].   

Для определения геометрических пара-
метров сечения кольца построим Декартовую 
систему координат (см. рис. 1) и составим 
следующее дифференциальное уравнение 
равновесия упругой линии при больших пере-
мещениях при плоском изгибе [3]: 
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где  ‒ угол наклона касательной в рассмат-
риваемой точке m упругой линии к оси Ox в 
рассматриваемый момент времени, рад;  
θ ‒ угол наклона касательной в рассматривае-
мой точке упругой линии к оси Ox перед на-
чалом деформации (для начальной прямой  
θ = 0), рад.; s ‒ длина упругой линии, мм;  
P ‒ результирующая внешняя нагрузка, Н;  
δp ‒ угол наклона результирующей внешней 
нагрузки P к оси Ox, рад; E ‒ модуль упруго-
сти материала заготовки, МПа; J ‒ осевой мо-
мент инерции сечения пластины относительно 
ее центральной оси, мм4. 

Умножим обе части равенства (1) на сле-
дующую величину:  
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Интегрируя обе части равенства (1), при  
θ = 0 получим формулы: 
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где С – произвольная постоянная, определяемая начальными условиями. 
 
Но, так как  
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где ρ ‒ кривизна упругой линии в рассматри-
ваемой точке m равна 1,0 мм -1, то из формулы 
(2) имеем: 
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Примем за положительное направление 
кривизны то, что изображено на рис. 1. Так 
как знак кривизны в пределах рассматривае-
мой дуги не меняется, то в равенстве (4) 
двойной знак опускаем.  

В точке действия внешней нагрузки, т.е при 
 = p , кривизна упругой линии равна нулю, 
так как в этой точке равен нулю изгибающий 
момент. Из этих условий найдем величину С: 

)δcos( pPC  ,                      (5) 
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где p ‒ угол наклона касательной к оси Ox в 
точке приложения внешней нагрузки. 

С учетом (5) равенство (4) примет вид: 
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Так как элементарный изгибающий момент 
в точке m равен 

  dsPdM p  δsin ,             (7) 
то, интегрируя равенство (7), определим вели-
чину изгибающего момента в этой точке. Но, 
к сожалению, не известно значение 

 действующей нагрузки P.  
Для ее определения примем во внимание, 

что  
    pppp xxyyPM δsinδcos  ,      (8) 

и что с учетом равенства (6) 
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Выразив из (8) значение P и подставив по-
лученное равенство и равенство (9) в выраже-
ние (7), после интегрирования по переменной 
u =  + δp получим: 
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Так как валки 1 и 2 вращаются, то форми-

рование незамкнутого кольца осуществляется 
в зоне действия максимального изгибающего 
момента – в плоскости защемления пластины 
3 между валками. В этом сечении изгибающий 
момент равен: 
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Выразим значения координат точки каса-
ния пластины с жестким упором yp и xp через 
настроечные параметры системы λ и p. Из 
рис. 1 несложно определить: 
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Равенство (11) получено исходя из упругой 
деформации пластины. На самом деле в про-
цессе изгиба пластина подвергается пластиче-
ской деформации, что существенно изменяет 
величину изгибающего момента.  

Чтобы учесть влияние на изгиб заготовки 
пластической деформации необходимо опре-
делить изгибающий момент в произвольном 
сечении заготовки, в котором осуществляется 
пластическая деформация. Для этого восполь-
зуемся методикой И.А. Биргера. Схема расче-
та представлена на рис. 2. 

На рис. 2 показано поперечное сечение за-
готовки. В сечении действует фактический 
изгибающий момент Mf и напряжения изгиба, 
действующие вдоль оси Oy, вызванные этим 
моментом. В зоне, приближенной к наружной 
поверхности заготовки, возникает пластиче-
ская деформация, так как напряжения изгиба в 

этой зоне равны пределу текучести σt мате-
риала пластины.   

 
Рис. 2. Схема расчета изгибающего момента, дейст-
вующего в сечении заготовки под влиянием сил уп-
ругой и пластической деформации 

 
Обозначим координату точки перехода уп-

ругой деформации в пластическую через yt. На 
участке 0 ≤ ys ≤ yt изгибающие напряжения 
являются упругими, так как они по величине 
меньше предела текучести σ < σt.  

В соответствие с рис. 2:  
‒ на участке упругой деформации элемен-

тарный изгибающий момент равен:  

ss
t

s
tu dyyb

y
ydM )(σ

2

  при 0 ≤ ys ≤ yt,  (13) 

где b(ys) ‒ ширина пластины, соответствую-
щая значению ys. 

‒ на участке пластической деформации 
элементарный изгибающий момент равен:  

 ssst dyybydM
p

)(σ   при yt < ys < h/2.  (14) 
Интегрируя равенства (13) и (14) вдоль оси 

Oys и учитывая, что b(ys) = b, определим дей-
ствующий в сечении изгибающий момент, вы-
званный упругой Mu, пластической Mp дефор-



Наукоёмкие технологии в машиностроении, № 9, 2019 
 

 
6                      © «Science intensive technologies in mechanical engineering», № 9, 2019 

мацией, и суммарный фактический  изгибаю-
щий момент Mf:  
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Если бы в сечении отсутствовала пластиче-
ская деформация, то в сечении действовал бы 
изгибающий момент M, а максимальные на-
пряжения изгиба были бы равны:  

2
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W
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m 
 ,                

где W ‒ момент сопротивления изгибу.  
Тогда из рис. 2 несложно определить 

3

12
σ

2
σ hb

M
hy t

m

t
t 


 .             (18) 

Таким образом, подставив выражение (11) 
в равенство (18), можно найти значение yt, и 
используя это значение из равенства (17) 
можно определить фактическое значение из-
гибающего момента Mfo с учетом действую-
щей в сечении пластической деформации. 

Тогда радиус кривизны пластины будет ра-
вен: 

JE
M fo

o 
ρ .                                  (19) 

Эту кривизну будут иметь все сечения пла-
стины, перемещающиеся в процессе навивки 
через точку защемления.  

После снятия нагрузки кривизна пластины 
изменится, так как за счет остаточных упругих 
напряжений произойдет ее упругая деформа-
ция. Кривизна пластины после снятия нагруз-
ки будет равна 

JE
M u

op 
 ρρ ,                            (20) 

а диаметр сформированного опорного кольца 
в зависимости от наладочных параметров p и 
λ равен 

p

D
ρ
2

 .                                       (21)  

Таким образом, получена зависимость диа-
метра незамкнутого кольца от влияющих фак-
торов при формировании его из гибкого упру-
го стержня. 

 
Выводы  

Получена математическая модель форми-
рования незамкнутых колец из гибких упру-

гих стержней. Как видно из представленных 
выше равенств, деформация заготовки и диа-
метр сформированного опорного кольца 
сложно зависят от влияющих факторов. Пре-
жде всего, она определяется упругими E и 
пластическими σt свойствами материала, а 
также зависит от настроечных параметров – 
угла наклона упора p, расстояния λ оси его 
поворота от точки защемления пластины меж-
ду валками и размера пластины a,  от коэффи-
циента трения скольжения f пластины по по-
верхности упора и других факторов. Зависи-
мости носят сложный неявный характер, но 
численное значение диаметра формируемого 
кольца несложно определить с помощью ком-
пьютерного моделирования.  

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК  
1. RU 171867. Подшипник / Королев А.В., Королев 

А.А.. Опубл. 19.06.2017 Бюл. № 17. 
2. RU 183831. Опорный подшипник / Королев А.В., 

Королев А.А.. Опубл. 04.10.2018 Бюл. № 18. 
3. Попов, Е.П. Теория и расчет гибких упругих стерж-

ней. ‒ М: Наука, 1986. ‒296 с. 
4. Мирошник, Р.А. Расчет гибких стержней, обла-

дающих изгибной жесткостью // Ученые записки ЙАГИ. 
‒Т. ХХ1. ‒№5. ‒1990. ‒С. 134-138.  

5. Расчет на прочность деталей машин: справочник/ 
И.А. Биргер, Б.Ф. Шор, Г.Б. Иосилевич; 4 изд., перераб. и 
доп. – М.: Машиностроение, 1993. ‒ 640 с. 

6. O.V. Zakharov, I.N. Bobrovskij, and A.V. 
Kochetkov. Analysis of Methods for Estimation of Machine 
Workpiece Roundness // Procedia Engineering. ‒ 2016. ‒ Vol. 
150. ‒ рp. 963-968. 

 
REFERENCES 

 
1. RU 171867. Bearing / Korolyov A.V., Korolyov A.A. 

Published: 19.06.2017. Bull. No. 17.  
2. RU 183831. Support Bearing / Korolyov A.V., Koro-

lyov A.A., Published: 04.10.2018. Bull. No.18. 
3. Popov, E.P. Theory and Calculation of Flexible Rods. – 

M.: Science, 1986. – pp. 296. 
4. Miroshnik, R.A. Calculation of Flexible Rods Having 

Bending Stiffness // YAGI Proceedings. – Vol. XXI. – No.5. – 
1990. – pp. 134-138.  

5. Machinery Strength Calculation: reference book / I.A. 
Birger, B.F. Shor, G.B. Iosikevich; 4-th Edition revised and 
expanded. – M.: Mechanical Engineering, - pp. 640. 

 6. O.V. Zakharov, I.N. Bobrovskij, and A.V. Kochetkov. 
Analysis of Methods for Estimation of Machine Workpiece 
Roundness // Procedia Engineering. ‒ 2016. ‒ Vol. 150. ‒ рp. 
963-968. 

Рецензент д.т.н. А.Н. Васин 


