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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КВАЗИЛИНЕЙНОГО ВОЛНОВОГО  
УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 
Доказаны теоремы существования периодических по времени решений  квазилинейного волнового уравне-
ния с непостоянными коэффициентами и однородными граничными условиями, одно из которых является 
условием Неймана. 
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          Исследуется  задача о периодических решениях волнового уравнения  

                 ,),(),,())(()( txfutxguxpuxp xxtt    x ,0  Rt  ;                         (1) 
                  ),(),( txuTtxu  ,    x ,0  Rt  ;                                                         (2) 

                             Rt  tuhtutu xx  ,0),(),(),0(  .                                                       (3) 
        Уравнение (1) является  нелинейной моделью распространения волн в неизотропной 
среде  [1]. Уравнение более общего вида  

),(),,())(()( tzFutzhuzuz zztt   , 
описывающее распространение сейсмических волн, приводится  к уравнению (1) с помо-

щью замены переменной  ds
s
sx

z

0 )(

)(

 . Здесь  )(z  - коэффициент эластичности, )(z  - 

плотность породы,  p  - акустический импеданс  [1]. 
         Задача о периодических решениях волнового уравнения с постоянными коэффици-
ентами ( 1)( xp ) исследовалась в работах [2-7]. В работах [1; 8-10] изучалось квазили-
нейное волновое уравнение с переменными коэффициентами. В [1; 8] доказано существо-
вание по крайней мере одного [1] или счетного числа [8] периодических решений в случае 
однородных граничных условий Дирихле. В работе [9]  доказано существование по край-
ней мере одного периодического решения при произвольных  однородных граничных ус-
ловиях, если нелинейное слагаемое имеет степенной рост.  В [10] доказано существование 
бесконечного числа периодических по времени решений в случае граничных условий 
третьего рода  и Дирихле. Целью данной работы является доказательство теорем о суще-
ствовании и регуляризации либо бесконечного числа периодических решений для волно-
вого уравнения  с переменными коэффициентами и  однородными граничными условия-
ми, одно из которых является условием Неймана, если нелинейное слагаемое имеет сте-
пенной рост, либо хотя бы одного решения, когда нелинейное слагаемое удовлетворяет 
условию нерезонансности на бесконечности. 
         Если в (3) граничные условия при 0x   и  x  поменять местами, то получим эк-
вивалентную задачу, поскольку замена  ),(),(, tyutxuyx   переставляет местами 
концы отрезка  ],0[  . 
         Пусть функция  )(xp   удовлетворяет следующим условиям [1]:      

                     ,0)(min],,0[0)(],,0[)(
],0[

2  xxdxpCxp p


          (4) 

где  
2

4
1

2
1)( 







 




p
p

p
pxp .  В качестве примера такой функции можно взять        
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                                                               2
21)( CxCxp ,                                (5) 

где   , .0, 21 CC   
         В работе будут рассмотрены два случая. В случае  I, когда  

         0h ,                   (6) 
потребуем выполнения  неравенства 
      0)0( p .              (7) 
         В случае  II, когда в граничных условиях (3) имеем  0h , потребуем выполнения (7), 
а также  неравенства  

      
hp

p 2
)(
)(






.              (8) 

Если )(xp  имеет вид (5), то условие (8) выполнено, когда    







  h

С
С

2
1

1

2 . 

         Свойства волнового оператора. Решения задач (1)-(3); (1),(2),(4) будем искать в ви-
де ряда Фурье. Для построения ортонормированной системы рассмотрим задачу Штурма– 
Лиувилля:  
                                                   ;)()())()(( xxpxxp                                (9) 
           0)(')()0('   h .           (10) 
           Стандартно доказывается [11], что при 0h  задача (9), (10) имеет простые положи-

тельные собственные значения  Nnn  ,2 . Обозначим  )(xn  собственные функции 

задачи (9), (10), соответствующие собственным значениям   2
n . 

          Рассмотрим пространство ),0(2 L  со скалярным произведением  
                                       ),0(,,)()()(),( 2],0[   Ldxxxxp  . 

          После нормировки в  ),0(2 L  система функций  
1)}({ nn x  станет ортонормиро-

ванной и полной в  ),0(2 L  [12]. 
          Для изучения асимптотики  n  сделаем стандартную замену переменной  [1]  

)()()( xxpxz  . Тогда  соотношению  (9) будет соответствовать  равенство 
     0))((  zxz p .           (11) 
         В случаях I, II для  функции z  будут выполнены соответственно следующие гранич-
ные условия: 
                                                        1)0()0( hzz 0)( z ;           
             1)0()0( hzz 0)()( 2   zhz .          (12) 

Здесь  
)(2

)()(2,
)0(2
)0(

21 


ph
phph

p
ph





 .                        

         Случай I  разобьем на два подслучая. Если 0)0( p , то 01 h  и доказано [10] пред-
ставление 

        nn n  
2
1 ,                       (13) 

в котором  для последовательности n  справедливы оценки 

              Nn
n

b
n

b n 
110 10  .                      (14) 

Константы  10 ,bb  не зависят от  n . Если  0)0( p , то 01 h  и для  n  также спра-
ведливы представление  (13)  и оценка  (14)  [9]. 
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          Рассмотрим случай II. Если 0)0( p  и  
hp

p 2
)(
)(






, то  )(xz  удовлетворяет условиям  

                                                                      )0(z 0)(  z .                                                  
         Тогда  n   выражается формулой [9] 
                   nn n   1 .            (15) 

Для последовательности  n  также справедлива оценка (14), в которой  константы  

10 ,bb  не зависят от  n . 

         Пусть в случае II имеют место равенство 0)0( p  и неравенство  
hp

p 2
)(
)(






. Тогда 

из  (12)  получим соотношение  
                                                           )0(z 0)()( 2   zhz .           (16) 
         Следуя плану из работы [10], рассмотрим уравнение с постоянными коэффициента-
ми 
                 0 zz  .            (17) 

При 0  задача (16), (17) имеет единственное решение  0z . При  0  имеет 

место равенство   



0

2
2

2

0

2 )())(()( zhdxxzxdxz . Поэтому  0,2  kk , и задача  

(16), (17) имеет решение )cos( xkz  . Отсюда и из равенства (16) получим уравнение 
          khkctg 0)(  ,            (18) 
в котором  20 /1 hh  . Элементарные рассуждения показывают, что положительные реше-
ния  уравнения (18) имеют вид   
                    Nnnk n  ,1               (19) 
и  )2/1,0(n . Подставив (19) в (18), получим уравнение 

                                                
n

f
nh n

nn /)1(1
1)(11

1
0 







 .           (20) 

Здесь 
ttg

ttf )(1 . Функция  1f   убывает  на промежутке  







2
,0  , и  1)(lim 1

0



tf

t
. От-

сюда и из (20)  вытекает существование констант  10 ,cc , таких, что   

                                                  Nn
n

c
n

c n 
110 10  .           (21) 

Обозначим   )(max
],0[

xp
t




   и рассмотрим  уравнения 

                                                            0)(  zz  ;                       (22) 
                                                            0)(  zz  .                       (23)  
         Пусть  }{},{},{ nnn    суть последовательности собственных значений задач Штур-
ма-Лиувилля   (23), (16); (22),(16); (17),(16). Из теорем сравнения [11] следуют неравенст-
ва  
                                                             nnn   2 .            (24) 

         По доказанному  22 )1(,)1( nnnn nn   . Отсюда и из (21), (24) 
вытекает существование последовательности, которую также обозначим n , и не завися-
щих от n  констант  10 ,bb ,  для которых выполнены соотношение (15)  и неравенства  (14). 
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         Пусть в случае II имеют место неравенство 0)0( p  и равенство  
hp

p 2
)(
)(






. Тогда 

из (12) получим соотношение   )0()0( 1zhz 0)(  z . В этом случае для  n  также 
имеют место представление (15) и оценки (14), поскольку замена переменной 

),(),(, tyutxuyx   приведет к предыдущему случаю. 

         Если в случае II имеют место строгие неравенства  0)0( p ,  
hp

p 2
)(
)(






, то в гра-

ничных условиях (12) будем иметь .0,0 21  hh  В [10] доказано, что и в этом случае спра-
ведливы  равенство  (15) и неравенства  (14). 
         Таким образом, в случае I n  имеют  представление (13), а в случае II - пред-
ставление  (15), где для n  справедливы неравенства (14). Заметим, что поскольку  

                         )0()0()0()()()()()()(
0

mnmnmn ppdxxxxp 


  , 

то в случае I последовательность )}({ xn    является ортогональной в  ),0(2 L .         
         Будем искать периодические решения с периодом времени, имеющим следующий 
вид: 

                                                    .1),(,,,2  baНОДNba
a
bT                          (25) 

         Обозначим )(\],0[ ZTR   и рассмотрим пространство )(2 L , скалярное произ-
ведение и норма в котором задаются формулами 
           ).(,)(),(,)(),(),(),( 2

22   
 

Lgfdxdtxptxffdxdtxptxgtxfgf  

         Рассмотрим полную, ортонормированную в  )(2 L  систему функций 

                             
Nnm

nnn mt
b
ax

T
mt

b
ax

T
x

T 























,

sin)(2,cos)(2),(1
  .            (26) 

         Определим оператор )()(: 220  LLA ,  для которого 

                








  






















 
N,sincos)()(

1 0

2
0 MNmt

b
abmt

b
aaxuCuAD

N

n

M

m
mnmnn  

и  ).()( 00 ADppA xxtt    Пусть ).(1
000 ADA

p
A    Множество 

функций )()( 00 ADAD   всюду плотно в  )(2 L . Обозначим буквой  А оператор в )(2 L , 

являющийся замыканием по графику оператора  0A . Система функций   является систе-
мой собственных функций операторов  0A   и A  с собственными значениями  

 .0,,
2

2
NmNnm

b
a

nmn 





   Для оператора A справедливы следующие свойст-

ва  [10]: 1)  A самосопряжен,  ));(),((1 ARARLA  2)  )(dim AN ; 3)  
).()()(2 ARANL   

         Пусть }2,1{),(),(  kHH kk , есть пространства Соболева, полученные замыкани-

ем  соответственно )( 0AD , )(C  по норме 


k
k uDu

0||

22 ||||||||


 , где 
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21

||

2121 ,||},0{,),( 




tx
DNZZZ




   . 

          Лемма 1. В случае I при нечетном  b  для любой функции  )()(2 ARLu   имеют 
место включение   )()( 11  HCuA   и неравенство |||||||| 1

1 uCuA  , где константа 
C  не зависит от  u .                                   
          Доказательство. Произвольную функцию  )()(2 ARLu   представим в виде сум-
мы ряда Фурье по системе (26): 

                                           

























0
sincos)(

nm

mt
b
aTbmt

b
aTaxu mnmmnmn


 .                    

         Здесь  











.0,/2

;0,/1

mT

mT
Tm   

         Пусть  uAv 1 . Тогда 

                                       

























0
sincos)(1

nm

mt
b
aTbmt

b
aTaxv mnmmnmn

nm



. 

         Докажем, что 

                                  

























0
cossin)(

nm

mt
b
aTbmt

b
aTaxm

b
av mnmmnmn

nm
t





.             (27) 

         В случае I имеем  

         |||22)12(|
4
1|

2
1||

2
1||| m

b
anbambn

b
m

b
anm

b
an nnnnm   . 

         Если  b -нечетное число, то  1|2)12(|  ambn  и, учитывая (14), при 0nm  выве-
дем существование константы  00  , такой, что 
                                                                   )(|| 0 mnnm  .                                                   (28)  

         Обозначим    

























0
cossin)(

nm

mt
b
aTbmt

b
aTaxm

b
ah mnmmnmn

nm



, 

                                  

























Nmn
mnmmnmn

nm
N mt

b
aTbmt

b
aTaxv

,
sincos)(1 


. 

         Из (28) следует включение  )(2 Lh . Легко видеть, что  hvvv tNN  )(,   в  
)(2 L  при N . Отсюда следует (27) и оценка  

2
22

0

2

0

22
22

0

2
2 ||||)(|||| u

b
aba

b
av

nm

nmnmt
 

 


. Интегрируя по частям, вычислим 

 



0

22 )())(( nn xdxpx . Кроме того, в случае I при mn   имеет место равенство 

 



0

0)()()( xdxpxx mn . Поэтому система функций  
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             (29) 

является ортонормированной в )(2 L .  Обозначим 
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. 

         Из (13), (14), (28) следует включение  )(2 Lg .  Поскольку vvgv NxN  ,)(  в  
)(2 L  при  N , то  gvx  . Кроме того, из (13), (14), (28) выведем оценку 

                                             2
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         Поскольку  NnxCxn  ],,0[|)(| 0   [11], то  
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         Сходимость ряда  
0

2
1

nm nnm 
  доказывается стандартно.  Следовательно, 

)()( 11  HCuA  . Лемма доказана. 
         Лемма 2. Для любой функции )()(1 ARHu   имеют место включения  

)()(,)(,)( 2
1111   LuAuACuA txtt . 

         Доказательство. Возьмем произвольную функцию  )()(1 ARHu  . Пусть  
)(}{ 0ADl   есть  такая последовательность, что  ttlxxll uuu  )(,)(,   в  

)(2 L  при  l . Интегрируя по частям, получим  
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         Переходя в этом равенстве к пределу при l , получим  

                            
 

dxdtxpmt
b
axu

am
bdxdtxmtp

b
axu ntn )(sin)()(cos)(  .                  (30) 

         Пусть nma , nmb  есть коэффициенты Фурье функции tu  по системе (26). Из (30) сле-

дует, что nmnm b
am
ba  . Аналогично доказывается, что nmnm a

am
bb  . Поскольку  

)(2 Lut , то       
0

22
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nmnm ba


.  

         Следовательно,         
 0 0
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2
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nm nm
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          Обозначим  uAv 1 . Из оценки 
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следует включение   2Lutt . 
         Докажем, что   2Lvxt .  Для этого рассмотрим уравнение tuA                                       
и докажем, что tv . По доказанному  
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         Поэтому    
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 . Таким образом,  

tt vuA  1 , а так как   2Lut , то, согласно  лемме 1, имеем   2Lv xtx    и  

10 uAuCv ttx  . Константа 0A  не зависит от  u . 
         Интегрируя по частям по x , получим  
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         Переходя в этом равенстве к пределу при l , получим  
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














 
dxdtxpmt

b
axudxdtxpmt

b
axu

n

n
x

n
n )(cos

)(1)(cos)(





 .                     

         Обозначим  nmnm dc ,  коэффициенты Фурье функции  xu  по ортонормированной сис-
теме (29). Из последнего соотношения следует равенство nmnnm aс  . Аналогично дока-

зывается, что nmnnm bd  . Поскольку  )(2 Lu x , то       
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         Из сходимости ряда   
0

222

nm

nmnm bam


  аналогично доказывается неравенство  




|)|||(
||0

nmnm
nm

bam

nm 
. Из полученных оценок вытекает включение  )(1 Cv . 

Лемма доказана. 
         Квазилинейное уравнение. Обозначим    ZmNnA nm ,|)(  .  Предположим, 
что функция  g   удовлетворяет следующему условию: 

                                          
u

utxg ),,(  , если   ),(,|| txCu .                                 (31) 

         Здесь константы   ,  такие, что     и  0C . 
         Определение. Обобщенным решением задачи  (1)-(3)  называется функция  

)(2 Lu , такая, что     
 

 dxdtfutxgdxdtppu xxtt  )),,(())((   )( 0AD . 

         Замечание. Если  0,0  hg , то, согласно лемме 2, для любой функции  

)()(1 ARHf   задача  (1)-(3) имеет единственное обобщенное решение  )(1 Cu . 
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         Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), (6), (7), (25) и b  является нечетным чис-
лом.  Предположим, что функция   g  является  T -периодической по t ,  )( RCg   и 
удовлетворяет условию (31) с константами  C,, , такими, что  0C ,     и 

)(],[ A  ø. Тогда  для любой   функции  )(2 Lf  задача  (1)-(3)  имеет обобщен-
ное решение  )()(1  CHu  . 
         Доказательство теоремы 1 вытекает из теоремы 1.1 в работе [13]  и леммы 1. 
         Рассмотрим случай II и случай I  для четных значений b . В этих случаях множество 

)(A  имеет предельную точку из отрезка ]2,[ 2
110 bbb   и для оператора A  выполнено 

свойство II из работы [10].  Запишем уравнение (1) в виде  
                    ,),(),,())(()( txfutxguxpuxp xxtt    x ,0  Rt  .                     (32) 

         Следствием теоремы 3.2 из работы [10] является следующая теорема. 
         Теорема 2. Пусть либо 0h  и выполнены условия (7), (8), либо 0h , выполнено 
условие (7) и b  является четным числом. Предположим, что функция   g  является  T - 
периодической по t ,  )( RCg   и удовлетворяет условию (31) с константами  C,, , 

такими, что  0C ,  0   и  )(],[ A  ø. Пусть дополнительно производная 
),,( utxgu  непрерывна в R  и  Rutxxpbutxgu  ),,()(),,( 0 . Тогда для любой 

правой части )(2 Lf  задача (32), (2), (3) имеет обобщенное решение )(2 Lu .  
         Рассмотрим случай, когда функция g  имеет более чем линейный рост по u . Запи-
шем уравнение (1) в следующем виде: 
                                        ,0),,())(()(  utxguxpuxp xxtt   x ,0  Rt  .                     (33) 
         Предположим, что функция  
                                g )( RС  , T-периодична по t, не убывает по u                               (34) 

                            и     2
1

14
1

3 ||,,|| AuAutxgAuA rr    Rutx  ,),( ,               (35) 
 где  rAAAA ,,,, 4321  есть положительные числа, такие, что 

                                                              r >2,     
r
AA 13

2
 .                                                         (36) 

         При  1q  определим норму в пространстве  )(qL  формулой  
q

q
q dtdxxptxuu

/1

)(|),(||||| 










 .  

         Определение. Обобщенным решением задачи (33) , (2), (3) называется T -периоди-
ческая по  t  функция     rLu , такая, что 

                             


 )(0),,( 00 ADdtdxutxgdtdxAu  . 

         Точно так же, как теорема 3.1 в [14], доказывается следующая теорема. 
         Теорема 3.  Предположим, что выполнены условия (4), (25), (34), (35), (36)  и  либо 
   utxgutxg ,,,,    Rutx  ,),( , либо функция  g   не зависит от t . Пусть либо 

0h  и выполнены условия (7), (8), либо 0h  и выполнено условие (7). Тогда  0d   
существует обобщенное решение     rLu    задачи (33) , (2), (3), такое, что   du r|||| . В 
случае I при нечетном b  обобщенное решение  )()(1  CHu  . 

В доказанных теоремах приведены условия существования периодических по вре-
мени решений квазилинейного волнового уравнения с однородными граничными усло-
виями на отрезке, одно из которых является условием Неймана. 
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