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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ  
КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ С УЧЕТОМ ШЕРОХОВАТОСТИ ПОВЕРХНОСТЕЙ ТЕЛ 

 
Изложена методика решения контактных за-

дач для деталей машин с учетом их макрогеомет-
рии и микрогеометрии контактирующих поверхно-
стей с использованием базовых конечноэлемент-
ных моделей. Для измерения и расчета геометриче-
ских параметров поверхностей, характеризующих 
шероховатость, применена измерительно-
информационная система ИИС-1. Разработана 
структура базового элемента переходного слоя, 

обеспечивающая увеличение количества конечных 
элементов в одном переходном слое по направле-
нию к поверхности контакта в 9 раз. Приведен 
пример решения контактной задачи для тел с шеро-
ховатыми поверхностями. 

Ключевые слова: контактные задачи, мак-
рогеометрия детали, микрогеометрия контактной 
поверхности, геометрические параметры шерохо-
ватости, конечноэлементный анализ. 
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FINITE ELEMENT MODEL USE FOR SOLUTION OF CONTACT PROBLEMS TAKING 

INTO ACCOUNT ROUGHNESS OF SOLID SURFACES  
 

The procedure is stated for the solution of con-
tact problems for machinery taking into account con-
tacting surfaces machinery macro-geometry and micro-
geometry with the use of basic finite element models. 
For measurement and geometric parameters computa-
tions of surfaces characterizing roughness there is used 
measuring-information system MIS-1. A structure of a 
transition layer basic element ensuring the increase of 

finite elements amount in one transition area in the 
direction of a contact surface by 9 times is developed. 
The example of the contact problem solution for solids 
with rough surfaces is shown.           

Key words: contact problems, parts macro-
geometry, contact surface micro-geometry, geometrical 
parameters of roughness, finite element analysis. 

  
Введение 

Существует два подхода к решению 
контактных задач. В одном из них 
рассматривается макрогеометрия 
контактирующих тел, в другом - 
макрогеометрия тел и микрогеометрия 
контактирующих поверхностей. При 
расчете контактной прочности 
машиностроительных деталей в расчетных 
схемах отражаются геометрические формы 
и механические характеристики их 
материалов. Научное направление, 
использующее расчетные схемы, 
учитывающие наличие неровностей на 
контактирующих поверхностях, получило 
значительное развитие в связи с 
необходимостью расчета контактной 
жесткости деталей и при оценке качества 
их поверхностного слоя [1-3]. 

Для этой оценки используются 
весьма упрощенные расчетные схемы, в 
которых неровности представляются 
набором геометрических тел, поверхности 
которых описываются уравнениями сфер, 
эллипсоидов, призм или пирамид [4; 5]. В 
таких расчетах применяются модели, 
построенные на ряде допущений. 

В работе [6] для решения задачи кон-
такта между номинально плоскими шеро-
ховатыми поверхностями использована 
следующая расчетная схема. Рассматрива-
ется контакт между гладкой плоской по-
верхностью и номинально плоской с не-
ровностями. Неровности, по крайней мере 
вблизи вершин, сферические их высоты 
распределены по гауссовскому закону. 
Предполагается, что силы, действующие 
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на одну неровность, не оказывают влияния 
на соседние неровности. 

Задача о контакте шероховатых 
шаров сведена к задаче контакта гладкого 
шара и шероховатой номинально плоской 
поверхности [7]. Физическая модель 
шероховатостей поверхности строится на 
базе следующих допущений: высоты 
неровностей распределены в соответствии 
с гауссовским законом; неровности 
представляются сферами одинаковых 
радиусов; неровности деформируются 
упруго. В такой постановке основная 
трудность решения задачи состоит в 
необходимости учета упругих деформаций 
неровностей и основного материала 
контактирующих тел, номинальные 
поверхности которых - сфера и плоскость. 
В центре, где зазор между поверхностями 
мал, неровности могут быть настолько 
деформированными, что образуется 
непрерывная область контакта; с 
увеличением зазора в контакт входят лишь 
отдельные неровности. В связи с этим сила 
взаимодействия между телами 
рассматривается как сумма сил, 
передаваемых через отдельные контактные 
пятна. Суммарная сила, передаваемая 
через элементарный малый участок 
области контакта, трактуется как давление. 
Более высокое давление соответствует 
более высокой плотности контактных 
пятен или пятнам больших размеров. В 
связи с этим рассматривается непрерывное 
распределение давлений с целью 
сопоставления его с герцевским. 

Развитие численных методов, в 
особенности базирующихся на 
использовании конечноэлементных 
расчетных схем, позволило отказаться от 
ряда допущений, в рамках которых 
решались контактные задачи для тел с 
шероховатыми поверхностями. При 
решении задач с учетом макрогеометрии 

контактирующих тел и микрогеометрии их 
поверхностей основной проблемой 
является разработка конечноэлементной 
модели. При моделировании поверхностей 
с шагом неровностей порядка 40 мкм 
размер конечного элемента должен быть 
менее 5-10 мкм для получения решения 
приемлемой точности. Конечно-
элементная сетка небольшого фрагмента 
тела размерами в несколько миллиметров, 
прилегающего к контакту, имеет большое 
число степеней свободы даже при 
интенсивном сгущении её к поверхности 
контакта. 

Применяются два подхода для 
решения этой проблемы: в первом подходе 
используется контактный слой, 
наделенный особыми свойствами, во 
втором - переходный слой, образованный 
конечными элементами, размеры которых 
интенсивно уменьшаются по направлению 
к контактной поверхности. 

Для моделирования особых свойств 
поверхностных слоёв тел в ряде работ ис-
пользованы специальные контактные ко-
нечные элементы. Контактная среда вво-
дится как некоторое третье тело, находя-
щееся между двумя контактирующими те-
лами. Она наделяется необходимыми не-
линейными свойствами. Внешняя нели-
нейность, обусловленная нелинейными 
граничными условиями на поверхности 
контакта, сводится к внутренней нелиней-
ности контактного слоя [8]. 

Простейшим стыковочным элемен-
том контактного слоя является стержне-
вой. Стержневые контактные конечные 
элементы соединяют попарно соответст-
вующие узлы, расположенные на поверх-
ностях двух контактирующих тел. Матри-
ца жесткости такого элемента содержит 
два коэффициента жесткости. Один из них 
характеризует жесткость контактного слоя 
по нормали к поверхностям, а другой - его 
касательную жесткость. 
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А.Г. Кузьменко предложил методику 

построения семейства стержневых кон-
тактных конечных элементов [9]. Элемент 
имеет нелинейные характеристики нор-
мальной и касательной жесткости. Они 
представлены кусочно-линейной аппрок-
симацией по аналогии с аппроксимациями 
ассоциированных законов теории пластич-
ности (рис. 1). При малом угле наклона 

второго участка аппроксимирующей ли-
нии диаграммы касательных напряжений 
τ(γ) первая от начала координат наклонная 
прямая моделирует предварительное тан-
генциальное смещение тела при приложе-
нии касательной силы, а второй участок 
соответствует скольжению одного тела от-
носительно второго. 

 
Двухузловой стержневой конечный 

элемент может быть использован, если по-
парно соответствующие узлы имеют об-
щую нормаль к поверхностям контакта, 
что выполняется при малых зазорах между 
поверхностями (рис. 2а). Для решения за-
дач с большим начальным зазором между 
поверхностями предложен элемент с тремя 
узлами (рис. 2б). Его осевая линия описы-
вается кривой второго порядка, за счет че-
го края элемента примыкают к поверхно-
стям контакта по нормалям. 

Для расчета стыковых соединений 
предложена модель контакта согласован-
ных поверхностей, в которой используется 
четырехузловой контактный конечный 

элемент с нулевой высотой и нелинейной 

нормальной жесткостью. Расчеты с его ис-
пользованием позволяют определить со-
стояние участков поверхности: отсутствие 
контакта, контакт в состоянии предвари-
тельного смещения, контакт с проскальзы-
ванием поверхностей. 

Для решения плоских и осесиммет-
ричных контактных задач применяются 
двумерные контактные конечные элемен-
ты первого порядка в виде обобщенных 
четырехугольников. Для тел, смоделиро-
ванных изопараметрическими конечными 
элементами с тремя узлами на каждой сто-
роне, используются контактные элементы, 
имеющие по три узла в направлении каса-
тельной к поверхностям тел и по два узла в 
направлении нормали.  

В работе [10] использованы 
элементы, названные гэп-элементами 
(зазорными элементами). Зазор между 
контактирующими телами заполняется 
средой, конечные элементы которой 
наделяются нелинейными свойствами. В 
области контакта они представляют собой 
узкие длинные четырехугольники в 

Рис. 2. Стержневые контактные конечные элементы: 
а – первого порядка; б – второго порядка 

б) а) 

Рис. 1. Стержневой контактный конечный элемент (а) с кусочно-линейными 
характеристиками жесткости по нормали (б) и касательной (в) к поверх-
ностям  

в) б) а) 
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плоской задаче или тонкие мембраны в 
трехмерной задаче. 

Введение между номинальными по-
верхностями контакта однородной среды с 
особыми жесткостными характеристиками 
позволяет учесть наличие их шероховато-
сти, но не позволяет определить такие па-
раметры, как контурная и действительная 
площадь контакта, учесть напряженно-
деформированное состояние в контакте 
отдельных неровностей. Она моделируется 
конечными элементами с такими же раз-
мерами, как и макрогеометрия детали. Для 
определения таких параметров необходи-
мо использовать конечноэлементные мо-
дели, в которых представлена микрогео-
метрия шероховатых поверхностей.  

В работе [11] в такой постановке ре-
шена контактная задача для гладкого пря-
моугольного штампа и шероховатой по-

верхности. В расчетной схеме представле-
ны их фрагменты. К поверхности контакта 
фрагмента прилегает около 1000 конечных 
элементов. Конечно-элементная сетка по-
верхности контакта с неровностями пока-
зана на рис. 3. Черными пятнами пред-
ставлена действительная площадь контак-
та. 

Рассмотрена также нормальная и 
тангенциальная контактная задача качения 
для железнодорожного колеса и рельса с 
корругированной поверхностью. Задача 
решена в плоской постановке. Расчетная 
схема содержала участок рельса длиной 
10 мм. Конечно-элементная схема включа-
ла 1000 элементов, прилегающих к по-
верхности, так что размер конечного эле-
мента составил 10 мкм. Такая расчетная 
схема позволяла моделировать поверх-

ность с минимальным шагом неровностей 
40 мкм. Выполненные расчеты позволили 
получить зависимости сил крипа от крипа 
для поверхностей с различными длинами 
неровностей. В работе использованы ко-
нечноэлементные фрагменты, позволяю-
щие учесть шероховатость поверхностей 
без учета макрогеометрии контактирую-
щих тел. 

Интенсивное развитие метода конеч-
ных элементов пришлось на семидесятые 
годы минувшего столетия. Появились про-
граммные комплексы отечественной раз-
работки для расчета строительных и ма-
шиностроительных конструкций: МИ-
РАЖ, ПРОЧНОСТЬ-75, КАСКАД-2, ЛИ-
РА, СПРИНТ и другие. Разработчиками 
комплексов являлись в основном специа-
листы в области строительной механики. В 
них не были реализованы методы решения 
контактных задач. 

В вузе были разработаны и про-
граммно реализованы методы расчета де-
талей общего машиностроения и решения 
ряда прикладных задач: расчета несущих 
конструкций вагонов и локомотивов, дви-
гателей внутреннего сгорания, элементов 
ходовых частей, автосцепных устройств и 
поглощающих аппаратов железнодорож-
ного подвижного состава, подшипниковых 
узлов. Для них потребовалась разработка 
алгоритмов решения контактных задач. 
Было разработано несколько объектно-
ориентированных алгоритмов. Одно из на-
правлений занималось разработкой алго-
ритма, позволяющего решать задачи с уче-
том физической и геометрической нели-
нейности без ограничений по геометрии 
тел. Оно было поддержано Э.В. Рыжовым. 
Результаты этой работы опубликованы в 
статье [12]. Возможности построения ко-
нечноэлементных моделей были весьма 
ограниченными. Континуальная среда мо-
делировалась стержневыми конечными 
элементами. 

Тем не менее алгоритм позволял ре-
шать контактные задачи с учетом микро-
геометрии поверхностей тел. Ввести в рас-
чет и макрогеометрию номинальных по-
верхностей тел удалось с применением ба-
зовых конечноэлементных моделей [13]. 

 

Рис. 3. Фактическая площадь контакта 
(черные пятна) 
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Базовая модель 
Номинальная площадь контакта двух 

тел бывает известна a priori для тел с со-
гласованными поверхностями. В общем 
случае она может быть приближенно оп-
ределена путем решения контактной зада-
чи без учета шероховатости поверхностей 
деталей. 

Базовая модель представляет собой 
фрагмент тела малых размеров по сравне-
нию с размерами детали, прилегающий к 
поверхности контакта. В расчетной схеме 
она представляется конечноэлементной 
сеткой, которая интенсивно сгущается по 
направлению к поверхности контакта и не 
связана с конечноэлементной сеткой всей 
детали. Она предназначена для определе-
ния податливости шероховатого слоя дета-
ли, определения действительной площади 
контакта в окрестности точки, располо-
женной на поверхности контакта, распре-
деления напряжений в неровностях этого 
слоя. 

При дискретизации базовой модели 
на конечные элементы решаются две зада-
чи. Конечные элементы, прилегающие к 
поверхности контакта, должны иметь ма-
лые размеры для обеспечения корректного 
моделирования неровностей. С целью 
уменьшения количества конечных элемен-
тов базовой модели их число должно ин-
тенсивно уменьшаться от слоя к слою при 
удалении от поверхности контакта. Коор-
динаты узлов сетки, расположенных на 
поверхностях неровностей, должны быть 
заданы с высокой точностью, что может 
быть обеспечено их сканированием с при-
менением профилометров. 

Зная величину номинальных кон-
тактных давлений, можно решить задачу 
дискретного контакта для типизированных 
базовых моделей малого размера для за-
данного диапазона номинальных давлений, 
оценить сближение тел для каждого случая 
и, таким образом, получить данные о кон-
тактной жесткости. Базовые модели также 
позволяют исследовать распределение 
давления на поверхности контакта и на-
пряжения внутри контактирующих тел. 

Для получения данных о распределе-
нии неровностей на поверхностях тел ис-
пользуется профилометр, который скани-

рует поверхность с высоким разрешением 
вдоль вертикального направления [14]. Ис-
следуемый образец устанавливается на 
столик, который может перемещаться го-
ризонтально поперек направления скани-
рования с необходимым шагом при помо-
щи микрометрического винта. Получен-
ный набор параллельных профилей по-
верхности содержит необходимые данные 
для построения конечноэлементной моде-
ли поверхности тела. Параметры шерохо-
ватости деталей машин обычно стандарти-
зованы и бывают получены известными 
способами обработки. Это позволяет вве-
сти допущение, что любая часть поверхно-
сти реальной детали может быть использо-
вана для получения информации о микро-
геометрии поверхности. Длина трассы при 
измерении (базовая длина) также стандар-
тизована. 

Размеры базовых моделей должны 
быть достаточно велики по сравнению с 
характерным размером единичной неров-
ности. Для шероховатых поверхностей с 
Ra = 0,1...0,2  мкм и средним шагом неров-
ностей порядка 100 мкм базовая модель 
длиной 800…1000 мкм представляется ре-
презентативной. Характерный размер эле-
мента на поверхности контакта принят 
равным 5 мкм. Ширина модели включает 
55 трасс и составляет, таким образом, 270 
мкм. Высота базовой модели должна обес-
печивать однородное напряженное состоя-
ние вдали от поверхности контакта. Из 
решений теории упругости следует, что 
контактные напряжения затухают на глу-
бине, равной 5 линейным размерам пятна 
контакта. Для неровности с длиной волны 
80 мкм можно полагать, что размер пятна 
не будет превосходить 20 мкм. С учетом 
этого высота базовой модели была выбра-
на с запасом и составила в среднем 150 
мкм. Контактные поверхности считаются 
номинально плоскими. 

Построение всей модели из элемен-
тов с характерным размером 5 мкм приве-
ло бы к чрезвычайно высокой вычисли-
тельной сложности задачи, поэтому при-
менялось сгущение конечноэлементной 
сетки по мере удаления от поверхности 
контакта. Для этого использовался специ-
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альный макроэлемент, имеющий различ-
ное число узлов на двух противолежащих 
гранях. Верхняя его грань содержит 16 уз-
лов, а нижняя 4. На узлах верхней грани 
может быть построено 9 восьмиузловых 
элементов слоя, лежащего над макроэле-
ментом, либо 9 макроэлементов того же 

типа, но меньшего размера. К нижней гра-
ни прилегает один конечный элемент. В 
ходе обработки исходных данных про-
граммой ввода макроэлемент разбивается 
на 1 восьмиузловой, 4 шестиузловых и 8 
четырехузловых элементов, как показано 
на рис. 4. 

 
 

Базовые модели включают порядка 
74000 конечных элементов и около 56000 
узлов, что обеспечивает 168000 степеней 
свободы. Конечноэлементная сетка по-
верхностного слоя базовой модели показа-
на на рис. 5а. Базовые модели двух контак-
тирующих тел размещаются одна над дру-
гой таким образом, чтобы при приложении 
нормальной нагрузки шероховатые по-
верхности вошли в контакт. Между узлами 
шероховатых поверхностей размещаются 
логические контактные конечные элемен-
ты [15], которые контролируют условия 
взаимного непроникновения узлов тел и 
скольжения между активным (со стороны 

приложения нагрузки) и пассивным кон-
тактными узлами. 

Краевые условия представляют собой 
связи на всех поверхностях выделения ба-
зовых моделей, запрещающие перемеще-
ния узлов в соответствующих направлени-
ях, и кинематическое нагружение в виде 
поступательного смещения одной модели 
относительно другой по нормали к номи-
нальным поверхностям контакта (рис. 5б). 
Такие внешние связи обеспечивают для 
выделенного объема тела те же условия 
нагружения, что и для соседних объемов. 
Задание кинематического нагружения су-
щественно сокращает время решения. 

 

 
   a)       б) 

Рис. 5. Поверхностный слой базовой модели (а) и краевые условия для нормальной  
контактной задачи (б) 

 
 

Рис. 4. Схема построения макроэлемента (слева), макроэлемент (в центре) и фрагмент базовой  
модели со сгущенной элементной сеткой (справа) 
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Учет упругопластических деформаций материала базовой модели 
Моделирование контакта показало, 

что абсолютные деформации всей модели 
малы, сближение контактирующих тел 
происходит главным образом в результате 
деформации неровностей поверхностей 
тел [16]. Их контакт всегда имеет упруго-
пластический характер, что необходимо 
учитывать при моделировании. Для учета 
пластической деформации материала мож-
но использовать два основных подхода. В 
обоих случаях напряжения линейно зави-
сят от деформации, когда деформации ма-
лы. Если выполняется определенное усло-
вие пластичности, эта зависимость стано-
вится нелинейной. 

Первая теория - деформационная 
теория пластичности [17]. Согласно этой 
теории, при появлении пластических де-
формаций компоненты тензора напряже-
ний изменяются одинаково, соотношение 
между ними остается прежним. В этом 
случае при возникновении пластической 
деформации изменяется модуль упругости 
материала, значение которого зависит от 
величины деформаций. Этот подход ши-
роко используется в задачах с малыми 
пластическими деформациями. 

Вторая теория - течения [18; 19]. Она 
устанавливает соотношения между прира-
щениями напряжений и деформаций, при 
этом все компоненты тензора напряжений 
изменяются по-разному. Это дает возмож-
ность учитывать различные условия де-
формирования материала. В контактных 

задачах напряженное состояние точек на 
поверхности контакта и вдали от нее 
принципиально различно. В то же время 
напряжения в любых из этих точек могут 
оказаться достаточными для появления 
пластической деформации. С ростом на-
грузки площадь контакта может меняться, 
пятно контакта может двигаться, таким 
образом, напряженное состояние в отдель-
ной точке может измениться в ходе реше-
ния. Деформационная теория пластично-
сти не учитывает такие эффекты, поэтому 
для исследования неупругого контакта 
шероховатых поверхностей в этой работе 
используется теория течения. 

Были введены три допущения. Во-
первых, материал считается несжимаемым. 
Объемная деформация θ пропорциональна 
средним напряжениям σ0 = (σx + σy + σz)/3 
как при упругих, так и при пластических 
малых деформациях (θ = σ0/K), при этом 
объемный модуль упругости K = E/3(1 –
 2μ), где E и μ - модуль упругости и коэф-
фициент Пуассона соответственно. Во-
вторых, введена функция пластичности 
f(σij, q) = 0, где q - параметр, определяю-
щий меру упрочнения. В качестве меры 
упрочнения принят так называемый пара-
метр Удквиста, который отражает накоп-
ленную деформацию. В-третьих, исполь-
зована гипотеза изотропного упрочнения. 
В качестве функции пластичности принято 
условие Хубера-Мизеса: 

( ) ( )[ ] ijijiijijij ssqssqf
2
3,0

2
3, 22 ==Φ−= σσ ,  

где σi - интенсивность напряжений; 
sij = σij – δijσ0 - девиатор напряжений. 

Введение условия пластичности эк-
вивалентно использованию гипотезы о том, 
что интенсивность напряжений не зависит 
от типа напряженного состояния и, таким 
образом, функция пластичности может оп-

ределяться диаграммой растяжения образ-
ца. 

Эти три гипотезы ведут к получению 
упругопластической матрицы Ямады [20], 
компоненты которой вычисляются автома-
тически при моделировании контакта и 
позволяют учитывать пластические де-
формации.

 
Определение податливости шероховатого слоя 

Процедура оценки контактной жест-
кости сводится к следующему. Рассматри-
ваются две базовые модели с шероховаты-
ми поверхностями под действием нор-

мальной нагрузки, прикладываемой кине-
матически за несколько шагов. На каждом 
шаге нагружения оцениваются следующие 
параметры: 
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          1. Вертикальное перемещение верх-
ней грани базовой модели Δh, мм. 
          2. Вертикальная проекция суммар-
ной контактной силы Pc , ×103 Н. 
          3. Номинальное давление в контакте 
p, МПа. p = Pc/Fn, где Fn - номинальная 
площадь контакта. 
          4. Сближение базовых моделей, вы-
званное деформацией неровностей, равное 
вертикальному перемещению верхней гра-
ни модели минус упругая деформация мо-
дели без шероховатого слоя: α = Δh – pH/E, 
где H - полная высота модели. 
          5. Относительная фактическая пло-
щадь контакта Fr = Nc/N, где Nc - количе-
ство узлов в контакте; N - общее число уз-
лов на поверхности контакта. Эта величи-
на является справочной и не используется 
при оценке контактной жесткости. 

После приложения полной нагрузки 
строится график зависимости сближения 
моделей от номинального давления в кон-
такте. Эта зависимость аппроксимируется 
выражением вида 

p = cαx,   
где α - сближение базовых моделей; c и x - 
параметры, вычисляемые по методу наи-
меньших квадратов. 

Пример зависимости, описывающей 
нормальную контактную жесткость для 
одинаковых поверхностей с параметрами 
Ra = 0,410 мкм, Sm = 100,97 мкм приведен 
на рис. 6. Параметры, описывающие сте-
пенную зависимость для этого случая: 
c = 2,431; x = 2,433. Сплошной линией по-
казано упругопластическое решение, 
пунктиром - его аппроксимация, штрихо-
вой линией - упругое решение. 

Пошаговое нагружение базовых мо-
делей позволяет исследовать изменение 

фактической площади контакта (ФПК) с 
ростом номинального давления на поверх-
ности контакта. 

Для примера рассмотрен контакт от-
носительно гладкой поверхности (Ra1 = 
0,410 мкм, Sm1 = 100,972 мкм) с более 
грубой (Ra2 = 3,320 мкм, Sm2 = 286,983 
мкм). На рис. 7 показаны линии равных 
эквивалентных напряжений по Мизесу, 
которые окаймляют места фактических 
контактов. Концентрация линий позволяет 
установить места фактических контактов, 
а линии, окаймляющие группу фактиче-
ских контактов, дают представление о кон-
турной площади контакта. 

Сначала появляются три точечных 

Рис. 7. Изменение фактической площади 
контакта для базовых моделей 

с шероховатыми поверхностями 

      Рис. 6. Контактная жесткость шероховатого слоя для 
поверхностей с параметрами Ra = 0,410 мкм, Sm 
= 100,97 мкм в диапазоне номинальных давлений 
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контакта на больших расстояниях друг от 
друга. Номинальное давление при этом 
мало и составляет около 0,1 МПа. С рос-
том нагрузки точечные контакты появля-
ются на всей поверхности, образуя при 
p = 24,550 МПа четко различимые ряды, 
обусловленные спецификой обработки; 
при этом ФПК достигает 6,3%. Дальней-
шее увеличение нагрузки приводит к рав-
номерному насыщению контакта за счет 
более мелких неровностей обеих поверх-
ностей, однако ФПК даже при давлении 
свыше 100 МПа не превосходит 26%. 

Можно сделать вывод о том, что вза-
имное влияние соседних контактов отсут-
ствует лишь при весьма малых номиналь-
ных давлениях. Так, уже при p = 8 МПа 
соседние пятна контакта единичных не-
ровностей начинают объединяться, а мик-
роконтакты расположены таким образом, 
что их взаимное влияние имеет место. 
Можно предположить, при давлениях ни-
же этого уровня контакт единичных мик-
ронеровностей достаточно достоверно 
описывается герцевской моделью контак-
та, что говорит о применимости известных 
моделей для слабонасыщенных контактов.

 
Решение контактных задач с учетом макрогеометрии деталей и микрогеометрии их по-
верхностей  

Зависимости, описывающие контакт-
ную жесткость, полученные для базовых 
моделей, могут быть использованы для ис-
следования контакта реальных тел произ-
вольной формы с шероховатыми поверх-
ностями. Такая прикладная задача была 
решена для колеса дифференциального 
вращения (КДВ), разработанного на заводе 
по ремонту электроподвижного состава 
(ЗРЭПС) в Москве. Особенностью колеса 
является диаметральный зазор от 0,04 до 
1 мм между посадочными поверхностями 
колесного центра и бандажа. Наличие за-
зора позволяет бандажу проворачиваться 
относительно центра при движении колеса 
на криволинейных участках пути, что, по 
замыслу разработчиков, ведет к снижению 
износа поверхности катания колеса и рель-
са [21]. Конформный контакт между ко-
лесным центром и бандажом характеризу-
ется большой номинальной площадью и 
низкими номинальными контактными дав-
лениями с характерными значениями 
10…20 МПа [22; 23]. Степень влияния ше-
роховатости поверхностей колесного цен-
тра и бандажа на параметры контакта 
представляет практический интерес. 

  Конечноэлементная модель КДВ 
показана на рис. 8. 

  В ходе решения использовались 
диаграммы контактной жесткости шерохо-
ватого слоя, полученные для базовых мо-
делей с различными параметрами шерохо-
ватости поверхностей. Вертикальная на-
грузка величиной 70 кН прикладывалась к 

оси колеса. Благодаря симметрии задачи 
рассматривалась половина колеса. Пло-
щадь возможного контакта покрывает вcю 
длину внутренней поверхности бандажа. 
Действие рельса заменено связями. Номи-
нальные поверхности моделей идеально 
гладкие, а для учета шероховатости ис-
пользованы аппроксимирующие выраже-
ния для соответствующих пар шерохова-
тых поверхностей. 

При решении задачи без учета шеро-
ховатости поверхностей контактные эле-
менты, включенные между узлами колес-
ного центра и бандажа, являются логиче-
скими, имеют бесконечную жесткость и 
лишь контролируют взаимопроникновение 
контактирующих тел. При учете шерохо-
ватости жесткость каждого контактного 
элемента конечна и определяется кривыми 
контактной жесткости, полученными для 
базовых моделей. Задача решается итера-
ционно. На каждом шаге итерационной 
процедуры моделирования контакта зна-
чение внедрения активного тела (колесно-
го центра) в пассивное (бандаж) вычисля-
ется для каждого контактного элемента. 
Затем вычисляется значение контактного 
давления с использованием кривой кон-
тактной жесткости. Это значение опреде-
ляет контактную силу. Распределение кон-
тактных сил изменяется итерационно до 
тех пор, пока не будет достигнуто равно-
весие между активной нагрузкой и кон-
тактной силой. Во время этой процедуры 
значение контактного давления уточняет-
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ся. На рис. 9 показано распределение кон-
тактных давлений для КДВ с поверхно-
стями контакта, имеющими различные па-
раметры шероховатости. Из рисунка вид-
но, что учет шероховатости ведет к сниже-

нию контактных давлений на 41-60 % и 
росту номинальной площади контакта на 
62-103 % по сравнению со случаем, когда 
шероховатость поверхностей контакта не 
учитывается.

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Заключение 
Разработана методика решения кон-

тактных задач методом конечных элемен-
тов с учетом макрогеометрии деталей и 
микрогеометрии их контактных поверхно-

стей. Методика предполагает использова-
ние двух типов конечноэлементных моде-
лей. Одна из них моделирует макрогео-
метрию деталей. Вторая, базовая модель, 

Рис. 8. Конечноэлементная модель колеса 
дифференциального вращения 

Рис. 9. Контактные давления между колесным центром 
и бандажом КДВ для поверхностей с различными 

параметрами шероховатости 
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моделирует неровности поверхностей кон-
такта. Краевые условия для базовой моде-
ли получаются из решения задачи с ис-
пользованием модели, представляющей 
макрогеометрию деталей. 

Получены значения контактной же-
сткости шероховатого слоя с некоторыми 

значениями его параметров. Приведен 
пример решения контактной задачи для 
колеса дифференциального вращения. 
Учет податливости шероховатого слоя 
приводит к существенному снижению кон-
тактных давлений и увеличению номи-
нальной площади контакта. 
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