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Аннотация 

Рассмотрена процедура определения парамет-
ров контактного взаимодействия шероховатых по-
верхностей. При малых нагрузках имеет место дис-
кретный контакт, при котором отсутствует взаимное 
влияние нагруженных соседних неровностей.  Фрак-
тальный подход оказывается наиболее эффективным 
для количественной оценки параметров контактного 
взаимодействия шероховатых поверхностей. 

Цель исследования: оценка влияния шерохова-
тости поверхности на функциональные свойства кон-
такта. 

Задача, решению которой посвящена статья: 
оценка фактической площади контакта шероховатых 
поверхностей.  

Методы исследования: компьютерное модели-
рование шероховатых поверхностей и их контакта. 

Новизна работы: найдена фрактальная размер-
ность DXY, характеризующая размерное распределе-
ние площадей среза неровностей 

Результаты исследования: представляется воз-
можным оценка параметров контактного взаимодей-
ствия шероховатых поверхностей в условиях пласти-
ческого и упругого состояния нагруженных неровно-
стей. 

Выводы: корректная оценка ФПК требует уче-
та ряда параметров, определяющих как шерохова-
тость, так и особенности фрактальной структуры по-
верхности. 

Ключевые слова: размерность, распределе-
ние, площадь, срез, неровность, контакт, шерохова-
тость, поверхность. 
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Abstract 

The procedure for determining the parameters 
of the contact interaction of rough surfaces is consid-
ered. At low loads, there is a discrete contact in which 
there is no mutual influence of loaded neighboring ir-

regularities. The fractal approach proves to be the most 
effective for quantifying the contact interaction param-
eters of rough surfaces.  
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The study objective: to evaluate the effect of 
surface roughness on the functional properties of the 
contact.  

The task to which the paper is devoted: to esti-
mate the actual contact area of rough surfaces.  

Research methods: computer simulation of 
rough surfaces and their contact. 

The novelty of the work: the fractal dimension 
DXY is found, characterizing the dimensional distribu-
tion of the cut-off areas of irregularities. 

Research results: it is possible to estimate the 
parameters of the contact interaction of rough surfaces 
under the conditions of plastic and elastic state of load-
ed irregularities.  

Conclusions: correct assessment of FPC re-
quires consideration of a number of parameters that 
determine both the roughness and the features of the 
fractal structure of the surface.  

Keywords: dimension, distribution, area, cut, ir-
regularity, contact, roughness, surface.  
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Введение 

Контакт между макроскопическими 
поверхностями происходит на неровно-
стях, а взаимодействие локальных нано- и 
микро-масштабных неровностей определя-
ет макроскопические трибологические ха-
рактеристики. Трибологические явления, 
такие как трение и износ, сильно зависят 
от масштаба. Измерения трения, проводи-
мые в диапазоне микро/милли-ньютонных 
нагрузок, приобретают все большее значе-
ние в трибологических исследованиях, по-
скольку они сокращают разрыв между 
классическими макромасштабными испы-
таниями и высокоточными наноразмерны-
ми экспериментами. 

В зависимости от того, какие функ-
циональные свойства соединения шерохо-
ватых поверхностей требуется выявить, 
модели контактного взаимодействия могут 
содержать разные наборы параметров, ха-
рактеризующие статистические и фрак-

тальные свойства рассматриваемых по-
верхностей. При описании поверхности 
обычно используют математическую мо-
дель, выражаемую уравнением Вейер-
штрасса-Мандельброта.  Физическая мо-
дель поверхности представляется в виде 
набора сферических сегментов, высоты 
которых и кривизны верхней части высту-
пов имеют определенные вероятностные 
распределения. Процедура оценки пара-
метров контактного взаимодействия, 
например фактической площади контакта 
и ее зависимости от нормальной нагрузки 
или контактной жесткости, содержит сле-
дующие этапы: описание поверхности и 
нахождение ее показателей; установление 
как состояния отдельного нагруженного 
выступа, так и зависимости нагрузка-
деформация; рассмотрения множественно-
го контакта на основе знания о распреде-
лении площадей пятен контакта. 

 
Моделирование шероховатых поверхностей 

Описание поверхности и определение 
ее параметров. Учитывая фрактальную 
размерность поверхности DS и параметр 

фрактальной шероховатости G, уравнение, 
описывающее шероховатую поверхность в 
3D, запишем в виде [1]. 
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Здесь �(�, �)	– ординаты и координаты 
профиля поверхности; параметр �	опреде-
ляет число неровностей в конструкции по-
верхности; 2 < DS <3; L – базовая длина; 
∅� −	случайная величина, равномерно 

распределенной в диапазоне от 0 до 2�; 
� = 1,5. 

Рассмотрим контакт двух одинако-
вых поверхностей. В качестве примера 
рассмотрим шлифованную и практически 
изотропную поверхность (рис. 1). 



 

35 
 

 
Рис. 1. Модель поверхности (Ra = 3,87 мкм; Rq = 4,80 мкм; Rp = 10,70 мкм; Rmax = 39,55 мкм) 

Fig. 1. Surface model (Ra = 3.87 mcm; Rq = 4.80 mcm; Rp = 10.70 mcm s; Rmax = 39.55 mcm) 

 
Профиль рассматриваемой поверхности представлен на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Профиль поверхности (трасса 10 из 161) 
Fig. 2. Surface profile (Route 10 of 161) 

 
Для рассматриваемой поверхности 

найдем с помощью метода «периметр-
площадь» (рис. 3) фрактальную размер-
ность поверхности (DS1 = 2,33) и, соответ-
ственно, профиля (D1 = DS1 – 1 = 1,33).  

При оценке параметров контактного 
взаимодействия используем замену кон-

такта двух шероховатых поверхностей (с 
фрактальными размерностями D1 и D2) на 
контакт гладкой поверхности с эквива-
лентной шероховатой, которая имеет 
фрактальную размерность D, определяе-
мую с помощью следующей зависимо-
сти [2]:

 

� = �� − �1 −
����

�� + ��
� (2 − ��)(�� − 1). 

 
При D1 = D2 = D фрактальная размер-

ность поверхности (профиля) равна Deq = 
1,256. Параметр фрактальной шероховато-
сти найдем по формуле  

�� = �
2���[(2 − �)ln	�]�/�

��
���

�

�/(���)

.

 
При Rq1 = Rq2,  γ = 1,5, Lm = 800 мкм, имеем 
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Рис. 3. Результаты оценки фрактальной размерности поверхности 
Fig. 3. The results of the assessment of the fractal dimension of the surface 

 
Параметры выступа. Выступ реаль-

ной поверхности с учетом фрактальных 
свойств моделируется в виде сферического 

сегмента (рис. 4), имеющего радиус за-
кругления r, величина которого зависит от 
фрактальных показателей [3]. 

 

 
Рис. 4. Выступ и его модель 
Fig. 4. The ledge and its model 

 

� =
(�′)�/�

2�����/�����(���)�/�
, 1 < � < 2, � = 1,5, 

 

где �� −	 площадь среза неровности на 
уровне �.  

При нагружении выступа вначале 
деформируются локальные пики (наноне-
ровности). Их деформация носит пласти-
ческий характер ввиду их малых размеров. 
По мере роста нагрузки на выступ проис-
ходит увеличение пятна контакта и пере-

ход от пластического состояния к упруго-
му.  

Критерий перехода от пластического 
состояния, характеризуемого деформацией 
субмикронеровностей, к упругому, 
найдем, приравняв нагрузки на пятно кон-
такта для обоих случаев [4]: 

�� = ��� = �� =
4√�

3
�����(��/2)(���)/�. 

Здесь �� - площадь среза выступа. 
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Решая приведенное соотношение относительно �� = �′��,	получим 

�′�� = �
2(���)/�√��

3�
�

�/(���)

∙ ��. 

 
Связь между нагрузкой на выступ и 

площадью среза (площадью пятна контак-
та) выражается как: 

1. для пластического состояния при 
твердости выступа �: ���

� = ���; 

2. для упругого состояния: a = �′ / 2.
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Здесь 
�

�
=

����
�
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+

����
�

��
; E и µ – модуль 

упругости и коэффициент Пуассона. 
Множественный контакт. Число 

пятен среза неровностей, имеющих 
площадь, превышающую ��, определяется 
зависимостью 

�(� > ��) = �
��

�

��
�

���
�

, 

где �′� −	максимальная площадь. 
Численное моделирование контакт-

ного взаимодействия шероховатых по-
верхностей позволяет как визуализировать 
пятна контакта, так и найти площади от-
дельных пятен касания в стыке (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Оценка пятен контакта и их площадей 
Fig. 5. Assessment of contact spots and their areas 

 

Учитывая отличие площади среза от 
площади упругого контакта, запишем 

размерное распределение площадей пятен 
контакта по формуле 
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Здесь ψ – коэффициент расширения, 
учитывающий наличие нанонеровностей и 
их влияние на распределение площадей 

среза выступов, и определяемый 
выражением 
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ψ

��	���
� − �1 + ψ����/��

�(�����)
���

2 − ���

���

= 1.	 

 

Анализ результатов численного мо-
делирования контактного взаимодействия 
рассматриваемых поверхностей позволил 
установить, что из 80 пятен контакта, 
имеющихся для данного сближения по-
верхностей, N(A > a') = 73, а площадь мак-
симального пятна (в условных единицах от 

1-й точки до 160160 = 25 600 точек, пло-
щадь одной точки равна 25 мкм2) составит 
�′� = 580, а минимального –			�� = 1. 

Тогда фрактальную размерность ��� 
множества, представляющего собой пло-
щади пятен контакта, найдем из выраже-
ния

 

��� = 2
ln�

ln �
�′�
�′

�
= 2

ln 73

ln �
580
1 �

= 1,349.	 

 

Контактное взаимодействие шеро-
ховатых поверхностей. Рассматривается 
контактное взаимодействие гладкой по-
верхности с эквивалентной шероховатой. 
Нормальная нагрузка складывается из сле-
дующих составляющих: 

�� = ��� + ���. 
Нагрузка, воспринимаемая пластиче-

ски деформируемыми субмикронеровно-
стями ���	 и выступами в упругом состоя-

нии ���	определяется выражением 
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Запишем нормальную нагрузку после интегрирования в виде 
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При � + ��� = 3 нормальная нагрузка определяется выражением [5] 

� = 3�ψ�/���
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Здесь �� = ��

� 2⁄ ;	��� = ���
� /2. 

Площадь среза выступа эквивалент-
ной шероховатой поверхности, соответ-
ствующая переходу от упругого состояния 
к упругопластическому, определяется из-
вестным соотношением [6], [7]: 

��� = 2,4� �
�

�
�
�

.		 

Учитывая, что ���
� = 2�����,	после 

некоторых преобразований с учетом зави-
симости для радиуса выступа, получим 

 

���
� = �

0,3 ∙ 2�(���)(� �⁄ )�

������(	���) �� �
�

�
���

.	 

 
Результаты моделирования 

Параметры контактного взаимодей-
ствия рассматриваемых сопряженных по-
верхностей (при D = 1,256; ��� = 1,349; G 
= 3,4·10-9 мм; ψ = 2,1; H = 3000 МПа; E = 
1,099·105 МПа; ���

�  = 1,417∙10-4 мм2; ���
�  = 

1,099∙10-2 мм2) приведены в табл. 1. Зави-
симость между фактической площадью 
контакта и нормальной нагрузкой носит 
линейный характер. 

Для случая упругого состояния 
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нагруженных неровностей параметры 
контакта сведены в табл. 2. 

На рис. 6 показана зависимость 

относительной площади контакта от 
нагрузки, которая носит линейный 
характер. 

 
Таблица 1  

Параметры контактного взаимодействия при пластическом деформировании 
микронеровностей 

Table 1  
Parameters of contact interaction during plastic deformation of micro irregularities 

Площадь среза максимального выступа, мм2 Нагрузка Fnp, Н Фактическая площадь контакта, мм2 
10-6 

10-5 
5·10-5 

1,141·10-4 

0.256 
0,524 
0,862 
1,114 

8,5·10-5 

1,7·10-4 
2,8·10-4 
3,7·10-4 

 
Таблица 2 

Параметры контактного взаимодействия при упругом деформировании неровностей 
Table 2  

Parameters of contact interaction during elastic deformation of irregularities 

Площадь среза максимального выступа ��
� , мм2 Нагрузка Fnp, Н 

Относительная площадь контакта 
�� �⁄

�
 

2·10-4 
4·10-4 
6·10-4 
8·10-4 
10-3 

24 
78 

113 
140 
161 

0,016 
0,018 
0,019 
0,020 
0,021 

 

 
Рис. 6. Зависимость относительной площади контакта от нормальной нагрузки 

Fig. 6. Dependence of the relative contact area on the normal load 

 
Относительную площадь контакта 

найдем, используя следующее соотноше-
ние [4] 

��

��
= 0,5���� �

�

��√�
�,              (1) 

где � – промежуток между гладкой по-

верхностью и средней линией эквивалент-
ной шероховатой. 

Произведем оценку величины про-
межутка с учетом фрактальных особенно-
стей структуры поверхности: 

 

� = �� − (��
� )��

�
�
2���

���
�
�

�	���(ln 1,5)
�
�.		 

 

Здесь �� – высота сглаживания. 
С другой стороны, для оценки фак-

тической площади контакта (или отноше-

ния Ar/Aa при Aa = 1) используем на осно-
ве модели Маджумдара-Бхушана [8] сле-
дующее соотношение: 
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��(или	 �� ��⁄ ) =
���

�����
���

���
� ��

� .                                                (2) 

 

На рис. 7 представлено сравнение от-
носительной площади контакта, получен-
ной по формулам 1 и 2. 

 

Рис. 7. Относительные площади контакта 
Fig. 7. Relative contact areas 

Сравнительный анализ приведенных 
зависимостей (1, 2) показал, что более 
корректную зависимость представляет со-
отношение 1, которое учитывает такие до-
полнительны параметры, характеризую-
щие особенности рассматриваемой по-
верхности, как высота выступа и среднее 
квадратическое отклонение ординат про-
филя. 

Таким образом, при оценке функцио-
нальных свойств поверхности требуется, 
кроме фрактальной размерности, исполь-
зовать дополнительные параметры 
��, ��, �� и др. 

 
Технология производства заданной поверхности 

В качестве исходных данных, задава-
емых конструктором, специалист по тех-
нологии в области машиностроения обла-
дает информацией о проектируемой по-
верхности в виде опорной кривой (рис. 8), 
а также параметрами, характеризующими 
шероховатую фрактальную поверхность. 

Считается, что модель поверхности и со-
здаваемая реальная поверхность являются 
адекватными, если их опорные кривые 
совпадают.  

На рис. 8 представлена опорная кри-
вая [9] рассматриваемой поверхности со-
единения.

 

 
Рис. 8. Опорная кривая поверхности, представленной на рис. 1 

Fig. 8. The reference curve of the surface shown in Fig. 1 
 

В отечественном стандарте (ГОСТ 
РИСО 4287-2014) [10] включены парамет-
ры, оценивающие шероховатость поверх-
ности. Среди важных параметров шерохо-
ватости выделим опорную кривую Аббот-
та-Файрстоуна (Abbott-Firestone curve), с 

помощью которой можно оценить профиль 
поверхности и прогнозировать результат 
технологии и режимов обработки на опыт-
ных образцах, приводящий к требуемой 
картине опорной кривой. В работе [11] 
проведено исследование влияния техноло-
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гических параметров на профиль шерохо-
ватой поверхности и, соответственно, на 
вид опорной поверхности. 

Изменяя режимы обработки поверх-
ности (подачу инструмента, глубину реза-
ния и др.) на образцах и построив для каж-
дого случая опорную кривую, можно 
определить, применяя современные эф-

фективные методы проведения экспери-
ментов, требуемый режим обработки, реа-
лизация которого дает такую же опорную 
кривую, как и на модели, с помощью кото-
рой определены те или иные функцио-
нальные свойства исследуемой поверхно-
сти.  

 
Заключение 

По результатам проведённых 
исследований можно сделать следующие 
выводы. 

1. Представлены результаты модели-
рования контактного взаимодействия ше-
роховатых поверхностей в условиях пла-
стического и упругого состояния нагру-
женных неровностей. Модель предусмат-
ривает определение фрактальной размер-
ности DXY, характеризующую размерное 
распределение площадей среза неровно-
стей. 

2. Процедура моделирования кон-
тактного взаимодействия шероховатых по-
верхностей основана на приведении со-
пряжения двух шероховатых поверхностей 
к контактному взаимодействию гладкой 
поверхности с эквивалентной шерохова-

той. Приведены зависимости, позволяю-
щие оценить параметры поверхности с эк-
вивалентной шероховатостью. 

3. Приведен сравнительный анализ 
известных зависимостей, определяющих 
величину фактической площади контакта 
(ФПК) шероховатых поверхностей. Пока-
зано, что корректная оценка ФПК требует 
учета ряда параметров, определяющих как 
шероховатость, так и особенности фрак-
тальной структуры поверхности. 

4. Для реализации технологии подго-
товки поверхности, обеспечивающей такие 
же функциональные свойства, как и при 
численном моделировании контактного 
взаимодействия, предлагается использо-
вать профильный принцип и, в частности, 
опорную кривую. 
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