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Аннотация 

Цель исследования. Исследование направле-
но на разработку методики точного прогнозирова-
ния критических частот и оценки устойчивости 
высокоскоростных роторных систем, поддержива-
емых коническо-цилиндрическими подшипниками 
скольжения (КЦПС) – перспективным техническим 
решением для комбинированных радиальных и 
осевых нагрузок. Ключевой целью является уста-
новление взаимосвязи между геометрическими и 
эксплуатационными параметрами подшипника и 
динамическими характеристиками системы. 

Результаты исследования.  На основе гидро-
динамической модели предложен и реализован 
подход к определению коэффициентов жесткости и 
демпфирования смазочного слоя в КЦПС. Полу-
ченные динамические коэффициенты были инте-
грированы в модель ротора для проведения мо-

дального анализа и анализа устойчивости по крите-
рию Рауса-Гурвица. Результаты расчетов позволи-
ли количественно определить зависимость динами-
ческих коэффициентов от эксплуатационных пара-
метров, идентифицировать первые критические 
частоты и построить диаграммы устойчивости си-
стемы. 

Выводы. На основе результатов исследова-
ния даны рекомендации по выбору оптимальной 
конструкции и безопасной эксплуатации роторов в 
турбомашинах с учетом основных требований к 
диапазону критических частот, уровню устойчиво-
сти и комбинированной грузоподъемности КЦПС. 

Ключевые слова: скорость, подшипник, 
устойчивость, коэффициенты, жесткость, уравне-
ние Рейнольдса, критерий Рауса-Гурвица. 
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Abstract 

The study objective. The research is aimed at 
developing a technique for accurately predicting criti-
cal frequencies and assessing the stability of high-
speed rotory systems supported by conical-cylindrical 
sliding bearings (CCSB), a promising technical solu-
tion for combined radial and axial loads. The key goal 
is to establish the relationship between the geometric 
and operational parameters of the bearing and the dy-
namic characteristics of the system.  

Study results. Based on the hydrodynamic mod-
el, an approach to determining the coefficients of stiff-
ness and damping of the lubricating layer in CCSB is 
proposed and implemented. The obtained dynamic 
coefficients were integrated into the rotor model to 
perform modal analysis and stability analysis according 

to Routh-Hurwitz criterion. The calculation results 
made it possible to quantify the dependence of dynam-
ic coefficients on operational parameters, identify the 
first critical frequencies, and construct diagrams of 
system stability.   

Conclusions. Based on the results of the study, 
recommendations are given on the choice of an optimal 
design and safe operation of rotors in turbomachines, 
taking into account the main requirements for the range 
of critical frequencies, the level of stability and the 
combined load capacity of CCSB.  

Keywords: speed, bearing, stability, coeffi-
cients, stiffness, Reynolds equation, Routh-Hurwitz 
criterion. 
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Введение 

Современное машиностроение ха-
рактеризуется устойчивой тенденцией к 
созданию высокоскоростных и высоко-
нагруженных роторных систем, которые 
находят широкое применение в энерге-
тическом, авиационном и насосном обо-
рудовании [1, 2]. Одной из ключевых 
проблем при проектировании таких си-
стем является обеспечение динамической 
устойчивости и вибронадежности. Экс-
плуатация вблизи или на критических 
частотах вращения, сопровождающаяся 
резонансными явлениями, может приве-
сти к недопустимо большим амплитудам 
колебаний, контакту ротора с элементами 
корпуса и, как следствие, к катастрофи-
ческим отказам [3, 4]. В этой связи зада-
ча точного прогнозирования критических 
частот и границ устойчивой работы явля-
ется первостепенной для обеспечения 
надежной и безопасной эксплуатации 
турбомашин. 

Анализ современных исследований 
в области динамики роторов показывает 
значительный научный интерес к под-

шипникам скольжения как к элементам, 
существенно влияющим на динамическое 
поведение системы [5, 6]. На сегодняш-
ний день динамические характеристики 
радиальных цилиндрических [7, 8] и ко-
нических [9, 10] подшипников скольже-
ния изучены достаточно глубоко. Разра-
ботаны методики расчета их статических 
и динамических коэффициентов, прове-
ден анализ устойчивости. Однако комби-
нированные коническо-цилиндрические 
подшипники скольжения (КЦПС), спо-
собные одновременно воспринимать зна-
чительные радиальные и осевые нагрузки 
в условиях ограниченных габаритов, ис-
следованы в значительно меньшей степе-
ни [11, 12]. В особенности это касается 
комплексного подхода, связывающего 
расчет полных матриц динамических ко-
эффициентов жесткости и демпфирова-
ния КЦПС с последующим определением 
на их основе критических частот ротор-
ной системы [13]. Существующий пробел 
в литературе обусловлен сложностью ма-
тематического моделирования гидроди-
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намики в подшипнике со сложной гео-
метрией и необходимостью учета взаим-
ного влияния его конической и цилин-
дрической частей [14, 15]. 

 

 
 

Рис. 1. 3D-модель ротора с коническо-
цилиндрическими подшипниками скольжения 

Fig. 1. 3D model of a rotor with tapered-cylindrical 
plain bearings 

Таким образом, целью настоящей 
работы является разработка интегриро-
ванной математической модели для точ-
ного прогнозирования критических ча-
стот и оценки устойчивости роторной си-
стемы, поддерживаемой коническо-
цилиндричес-кими подшипниками 
скольжения. Для достижения поставлен-
ной цели решаются следующие задачи: 1) 
Разработка гидродинамической модели 
КЦПС на основе численного решения 
уравнения Рейнольдса для смазочного 
слоя с учетом геометрических особенно-

стей конструкции; 2) Расчет интеграль-
ных характеристик (несущей способно-
сти, мощности потерь) и, что наиболее 
важно, полных матриц динамических ко-
эффициентов жесткости и демпфирова-
ния подшипника [16]; 3) Интеграция по-
лученных коэффициентов в уравнения 
движения ротора и проведение модаль-
ного анализа системы; 4) Определение 
критических частот вращения и анализ 
устойчивости роторной системы с ис-
пользованием критерия Рауса-Гурвица; 
5) Исследование влияния ключевых гео-
метрических и эксплуатационных пара-
метров (угла конусности α, радиального 
зазора h�, угловой скорости ω) на дина-
мические характеристики системы [17, 
18]. 

На рис. 1 представлена 3D-модель 
ротора с коническо-цилиндрическими 
подшипниками скольжения, разработан-
ная для последующего численного и мо-
дального анализа. Модель отражает кон-
структивные особенности исследуемой 
роторной системы и используется как ос-
нова для расчётных экспериментов. 

Научная новизна исследования за-
ключается в комплексном подходе к 
определению критических частот ротор-
ных систем с КЦПС, основанном на ана-
лизе полных матриц их динамических 
коэффициентов жесткости и демпфиро-
вания, что ранее в литературе не освеща-
лось. 

 
Модели и методы 

Модальный анализ роторных си-
стем, как правило, основан на линейной 
модели, в которой внешние силы, демп-
фирование и различные виды нелинейно-
стей, включая механико-термические 
свойства материалов, контактные усло-
вия и конечные перемещения узлов, не 
учитываются. В этом случае уравнение 
движения имеет вид: 

��̈ + ��̇ = 0;                     (1) 
где m – масса ротора, k – коэффициент 
жёсткости, а �, �̇, �̈ – соответственно пе-
ремещение, скорость и ускорение. 

Таким образом, модальный анализ 
является основой для динамических рас-
четов роторных систем. В расширенной 
модели учитываются все основные фак-
торы, включая гироскопические эффек-
ты, возникающие при вращении ротора. 
Учет сил Кориолиса позволяет более 
точно определить собственные частоты и 
формы колебаний, особенно при повы-
шенных скоростях вращения, когда вли-
яние этих сил становится существенным. 

В данной работе рассматривается 
задача расчета собственных частот рото-
ра с учетом динамических коэффициен-
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тов опор и гироскопических эффектов, 
что обеспечивает более полную оценку 
влияния геометрии конических подшип-

ников на динамические характеристики 
системы. В этом случае общее уравнение 
движения принимает следующий вид: 

 
[�][�̈] + ([� + ��])�̇ + ([� + ��])� = {�},                                         (2) 

 
где [�], [�], [�] – матрицы масс, демп-
фирования и жесткости; [��] – матрица 
демпфирования с учетом сил Кориолиса; 
[��] – матрица изменения жесткости при 
вращении; �, �̇, �̈ – обобщенные переме-
щения, скорости и ускорения точек рас-
положения дискретных элементов; {�} –
матрица действующих нагрузок. 

Собственные частоты ротора суще-
ственно зависят от частоты вращения 
вследствие гироскопических эффектов и 
нелинейных свойств смазочного слоя. 
Для анализа таких зависимостей широко 
используется диаграмма Кэмпбелла, 
отображающая изменение собственных 
частот при изменении скорости враще-
ния. Настоящая работа посвящена опре-
делению собственных частот ротора с 
коническо-цилиндрическими подшипни-
ками скольжения, с учётом кориолисо-
вых составляющих. Научная новизна ис-
следования заключается в рассмотрении 
системы опор, воспринимающих одно-
временно радиальные и осевые нагрузки, 
что ранее не освещалось в литературе. 
Для адекватного описания упругих и 
демпфирующих свойств смазочного слоя 
используются динамические коэффици-
енты, характеризующие гидродинамиче-
ские силы как линейные функции пере-
мещений и скоростей центра вала. Такой 
подход является корректным при малых 
эксцентриситетах � = �/ℎ� ≤ 0,35, когда 
зависимость «несущая способность – пе-
ремещение» может считаться линейной. 

На рис. 2 представлена динамиче-
ская модель КЦПС. Модель учитывает 
взаимодействие ротора с опорой через 
упругие и демпфирующие элементы, ха-
рактеризуемые коэффициентами жёстко-
сти и демпфирования в трёх взаимно 
перпендикулярных направлениях. Такая 
схема используется для определения ди-

намических коэффициентов, описываю-
щих поведение смазочного слоя при ма-
лых перемещениях вала. 

 

 
Рис. 2. Динамическая модель КЦПС 
Fig. 2. Dynamic model of the KTSPS 

 
При выполнении одновременного 

расчетного моделирования для кониче-
ского сечения подшипника, параллельно-
го цилиндрическому сечению подшипни-
ка, применяем формулу: 

 

�
� = 	�� + ��
� = �� 	+ ��

                       (3) 

 

Матрица K характеризует упру-
гость, а матрица B – демпфирующие 
свойства смазочного слоя. Элементами 
матриц K и B являются коэффициенты 
���, ���, …���, ���,... – частные произ-
водные, вычисленные в положении рав-
новесия. Знаки минус возле матриц K и B 
указывают на дополнительные силы, 
направленные противоположно направ-
лению смещения и скорости, их вызвав-
ших [18]. В этом случае выражение реак-
ции смазочного слоя, действующего при 
малых возмущениях координат и скоро-
сти, имеет вид: 
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Отрицательные знаки при матрицах 

� и � показывают, что дополнительные 
силы противоположны по направлению 
перемещениям и скоростям. Элементы 
матриц жесткости и демпфирования рас-
считываются в положении равновесия: 

��� = −�
���

��
�
�
; 	��� = − �

���

��
�
�
       (5) 

 

Выражение (4) можно записать в 
следующем виде 

 
 

             �
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 (6) 

 

Тогда дополнительные реакции смазочного слоя можно представить в виде: 
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(7) 

Рассмотренные зависимости учиты-
вают нелинейные свойства смазочного 
слоя, в частности изменение жёсткости 
плёнки при смещении оси вала. Из-за не-
линейного характера взаимодействия из-
менение положения ротора приводит к не-
совпадению направлений силовых векто-
ров, что отражается в наличии перекрёст-
ных коэффициентов жёсткости ���, харак-
теризующих взаимное влияние перемеще-

ний по взаимно перпендикулярным 
направлениям. Аналогичная ситуация 
наблюдается и для коэффициентов демп-
фирования, возникающих при изменении 
скорости вала. Методика определения ди-
намических коэффициентов КЦПС в [16]. 
Для расчёта коэффициентов жёсткости и 
демпфирования применяются выражения 
вида: 

 

��� = −
��(��; �� + ∆�; ��; 0; 0; 0) − ��(��; �� − ∆�; ��; 0; 0; 0)

2∆�
 

��� = −
�����; ��; ��; 0; 0;+∆�̇� − �����; ��; ��; 0; 0;−∆�̇�

2∆�̇
 

(8) 

 

Аналогичные соотношения исполь-
зуются для всех остальных динамических 
коэффициентов. На основе представлен-
ных выражений разработаны алгоритмиче-
ская модель и программный комплекс, 
позволяющие проводить численные иссле-
дования.  

На основе представленных соотно-
шений разработана алгоритмическая и 
программная модели, проведен комплекс 
вычислительных экспериментов. Были по-
лучены зависимости несущей способности 
и динамических коэффициентов кониче-
ского гидростатодинамического подшип-
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ника при смазке водой с жиклерным дрос-
селированием, прямоугольными питаю-
щими камерами и следующими геометри-
ческими параметрами: �� = �� = 15	мм, 
�� = 11	мм Расчетные схемы конического 

подшипника скольжения и вала роторной 
машины �� = 14	мм, � = 274	мм пред-
ставлены на рис. 2, 3. Расчётные получен-
ные значения коэффициентов жёсткости и 
демпфирования приведены в табл. 1. 

 
Таблица 1  

 Коэффициенты жесткости и демпфирования 
Table 1 

Stiffness and damping coefficients 
Коэффициент 5 град 10 град 15 град Коэффициент 5 град 10 град 15 град 
��� (Н/м) 2.85E+06 2.52E+06 2.20E+06 ���(Н·с/м) 3.55E+04 3.15E+04 2.74E+04 

���(Н/м) -1.75E+07 -1.62E+07 -1.50E+07 ���(Н·с/м) -5.40E+03 -4.87E+03 -4.34E+03 

���(Н/м) 0 0 0 ���(Н·с/м) 0 0 0 

���(Н/м) 1.75E+07 1.62E+07 1.50E+07 ���(Н·с/м) 5.40E+03 4.87E+03 4.34E+03 

���(Н/м) 2.85E+06 2.52E+06 2.20E+06 ���(Н·с/м) 3.55E+04 3.15E+04 2.74E+04 
���(Н/м) 0 0 0 ���(Н·с/м) 0 0 0 

���(Н/м) 0 0 0 ���(Н·с/м) 0 0 0 

���(Н/м) 0 0 0 ���(Н·с/м) 0 0 0 

���(Н/м) 1.50E+03 7.50E+03 3.00E+04 ���(Н·с/м) -5.00E+02 -8.00E+02 -1.13E+03 

Примечание: Наблюдаемое уменьшение коэффициентов жесткости ���, ��� с ростом угла α объясняется изме-
нением геометрии зазора и перераспределением гидродинамического давления. Значительная величина пере-
крестных коэффициентов ���, ��� указывает на сильную связь между перемещениями в направлениях X и Y. 
Динамические коэффициенты из табл. 1 были заданы в ANSYS как упруго-демпфирующие элементы в узлах 
крепления подшипников. 

 
Данные рисунки представляют со-

бой взаимосвязанные этапы анализа ме-
ханической системы, включающей вал и 
его опоры. Рис. 3 показывает конструк-
цию коническо-цилиндрического под-
шипника скольжения, который служит 
опорой для вала. Этот подшипник, обес-
печивая минимальное трение и надёжное 
центрирование, создаёт условия для вра-
щения вала. 

Далее, рис. 4 непосредственно ана-
лизирует динамическое поведение этого 
вала в опорах. На его расчётной схеме 
изображены возможные формы изгибных 
колебаний, которые возникают при рабо-
те.  

Значения динамических коэффици-
ентов были использованы для определе-
ния собственных частот изгибных и кру-
тильных колебаний (табл. 2, 3). Расчеты 
проводились с использованием системы 
ANSYS для значений углов конусности 5, 
10 и 15 градусов. 

При изменении угла конусности � 
размеры остаются прежними, за исклю-
чением соотношения ��/��. Данное про-
граммное обеспечение позволяет постро-
ить собственные формы и рассчитать 

значения собственных частот и изгибных 
и крутильных колебаний. В основу рас-
чета положен метод начальных парамет-
ров, позволяющий определить линейные 
и угловые перемещения при изгибе и 
кручении многоступенчатых балок с уче-
том переменных инерционных нагрузок и 
поперечных сечений вала. 

На рис. 5 представлены результаты 
модального анализа трубы КЦПС, вы-
полненного в программной среде ANSYS 
при угле наклона α = 15°. 

Моделирование позволило опреде-
лить три первые собственные формы ко-
лебаний конструкции, соответствующие 
первым трём собственным частотам. На 
рисунках показаны распределения пол-
ной деформации (Total Deformation) для 
каждой из мод. Цветовая шкала отражает 
амплитуду перемещений: красные обла-
сти характеризуют максимальные значе-
ния деформации, а синие – минимальные. 
Первая мода (Mode 1) демонстрирует ос-
новное изгибное колебание трубы, вторая 
мода (Mode 2) имеет более сложный ха-
рактер с изменением направления изгиба, 
а третья мода (Mode 3) характеризуется 
сочетанием изгибных и крутильных форм 
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колебаний. Полученные результаты поз-
воляют оценить динамическое поведение 
трубы КЦПС при заданных условиях и 

определить критические зоны концен-
трации деформаций. 

 

 
Рис. 3. Схема коническо-цилиндрического подшипника скольжения 

Fig. 3. Diagram of a conical-cylindrical plain bearing 
 

 
Рис. 4. Расчетная схема вала и формы колебаний 

Fig. 4. Calculation diagram of the shaft and vibration modes 

 

 

 
 

Рис. 5. Модальное моделирование трубы КЦПС в программе ANSYS при угле наклона  
α = 15°, соответствующее трём собственным частотам (1-й, 2-й, 3-й моды) 

Fig. 5. Modal modeling of a KTSPS pipe in the ANSYS program at an inclination angle 
of α = 15°, corresponding to three natural frequencies (1st, 2nd, 3rd modes) 
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Результаты расчета 
В результате проведённого модаль-

ного анализа были получены собственные 
частоты и формы колебаний трубы КЦПС 
при различных углах наклона α = 5°, 10° и 
15°. Из расчётов видно, что с увеличением 
угла конуса наблюдается уменьшение 
жёсткости опорной системы, что приводит 
к снижению значений собственных частот 
как изгибных, так и крутильных мод.  

Наиболее чувствительными к изме-
нению геометрии оказались вторые и тре-
тьи формы колебаний, характеризующиеся 

сложной комбинацией изгибных и кру-
тильных деформаций. Совпадение полу-
ченных результатов с данными, рассчи-
танными в ANSYS, подтверждает коррект-
ность построенной модели и применённого 
метода анализа. Таким образом, проведён-
ные расчёты позволяют оценить влияние 
геометрических параметров подшипников 
КЦПС на динамическое поведение ротора. 
Основные результаты моделирования в 
ANSYS обобщены и проанализированы в 
табл. 2, 3.  

 

Таблица 2 
Собственные частоты изгибных колебаний 

Table 2 
Natural frequencies of bending vibrations 

Номер 
5 10 15 

Частота, Гц 
1 730.59 729.38 692.58 
2 1859.7 1753.9 1110.8 
3 2766.5 2671.9 2579.9 

 

 

Таблица 3 
Собственные частоты крутильных колебаний 

Table 3 
Natural frequencies of torsional vibrations 

Номер 
5 10 15 

Частота, Гц 
1 731.80 731.13 692.93 
2 1850.17 1746.50 1105.70 
3 2673.17 2768.17 2761.67 

На рис. 6 представлены зависимости 
собственных частот изгибных (а) и кру-
тильных (б) колебаний ротора от угла ко-
нуса конических подшипников скольже-
ния (α = 5°, 10°, 15°). Для каждой из трёх 
мод наблюдается тенденция к снижению 

частоты при увеличении угла α, что связа-
но с уменьшением жёсткости опор и пере-
распределением нагрузок в смазочном 
слое. Наиболее заметное изменение харак-
терно для второй моды, демонстрирующей 
сложный изгибной характер колебаний. 

 
Рис. 6. Собственные частоты изгибных и крутильных колебаний ротора при разных  

углах конических подшипников скольжения (α = 5°, 10°, 15°) 
Fig. 6. Natural frequencies of bending and torsional vibrations of the rotor at different  

angles of tapered plain bearings (α = 5°, 10°, 15°) 
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Полученные результаты подтвер-
ждают чувствительность динамических 
характеристик ротора к геометрии опор 

КЦПС и соответствуют результатам чис-
ленного анализа в ANSYS. 

 
Заключение 

В ходе работы выполнено числен-
ное исследование динамических характе-
ристик роторной системы с коническо-
цилиндри-ческими подшипниками 
скольжения (КЦПС). На основе расчётов 
гидродинамических параметров смазоч-
ного слоя получены матрицы динамиче-
ских коэффициентов жёсткости и демп-
фирования, которые были интегрированы 
в модель ротора для проведения модаль-
ного анализа. Установлено, что увеличе-
ние угла конуса α приводит к снижению 
эквивалентной жёсткости опор и, как 
следствие, к уменьшению собственных 
частот изгибных и крутильных колеба-
ний. Полученные модальные формы под-
тверждают наличие взаимосвязи между 
изгибными и крутильными деформация-

ми, что характерно для роторов с комби-
нированными опорами. Полученные соб-
ственные частоты при стационарном ре-
жиме (Ω = 0) являются основой для по-
следующего построения диаграммы Кэм-
пбелла  и определения критических ско-
ростей вращения. В качестве дальнейше-
го развития работы планируется анализ 
зависимости собственных частот от ско-
рости вращения с учетом гироскопиче-
ских эффектов. Представленные резуль-
таты могут быть использованы при пара-
метрическом синтезе КЦПС и выборе оп-
тимальных конструктивных параметров, 
обеспечивающих требуемую вибро-
устойчивость и надёжность высокоско-
ростных роторных систем. 
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