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Аннотация 

Представлены результаты решения задачи 
прогнозирования возникновения микротрещин и 
оценки начальной поврежденности частицы медно-
го шлака, которая может развиваться под действи-
ем внешней нагрузки в процессе гидроабразивного 
резания или селективного дезинтегрирования. 
Предложено описание напряженно-
деформированного состояния трещины в абразиве 
из медного шлака на основании учета нелокальных 
взаимодействий частиц континуума. Рассматрива-
ется плоская трещина в состоянии равновесия. Бе-
рега трещины плавно смыкаются в ее углах, имея 
общую касательную плоскость. В классической 
модели в этом случае возникают бесконечные 
напряжения. В работе показано, что берега трещи-
ны могут рассматриваться как материальные по-
верхности, обладающие своими материальными 

характеристиками, и как упругие балки конечной 
толщины. В качестве примера для оценки степени 
раскрытия трещины в абразивной частице в есте-
ственных условиях использована модель поверх-
ностного слоя в виде балки. Показано, что такое 
раскрытие имеет малую, но конечную величину. В 
работе показано, что из-за наличия внутренних 
начальных напряжений в частице медного шлака, 
порожденных нелокальными взаимодействиями 
частиц упругого континуума, в ней возможно появ-
ление микротрещин, а значит существование 
начальной поврежденности, влияющей на произво-
дительность гидроабразивного резания. 

Ключевые слова: моделирование, абразив, 
медный шлак, гидроабразивное резание, селектив-
ное разрушение, дезинтегратор, трещина. 
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Abstract 
The results of solving the problem of predicting 

the occurrence of microcracks and assessing the initial 
damage of a copper slag particle, which can develop 
under the influence of an external load during hydroa-
brasive cutting or selective disintegration are presented. 
A description of the stress-strain state of a crack in a 
copper slag abrasive is proposed based on the consid-
eration of non-local interactions of continuum particles. 
A plain crack in a state of equilibrium is considered. 
The crack edges smoothly close in its corners, having a 
common tangent plane. In the classical model, infinite 
stresses arise in this case. The paper shows that the 
crack edges can be considered as material surfaces with 
their own material characteristics and as elastic beams 

of finite thickness. As an example, a model of the sur-
face layer in the form of a beam was used to assess the 
degree of crack opening in an abrasive particle in natu-
ral conditions. It is shown that such an opening has a 
small but finite value. The paper shows that due to the 
presence of internal initial stresses in a copper slag 
particle generated by non-local interactions of elastic 
continuum particles, microcracks may appear in it, 
which means the existence of initial damage affecting 
the performance of hydroabrasive cutting.   

Keywords. modeling, abrasive, copper slag, 
hydroabrasive cutting, selective destruction, disintegra-
tor, crack. 
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Введение 

В современной промышленности од-
ним из важных аспектов производства явля-
ется обеспечение высокого качества поверх-
ности деталей после их обработки. В по-
следние годы гидроабразивное резание 
(ГАР) привлекает большой интерес, по-
скольку это универсальный инструмент, ко-
торый используется во многих производ-
ственных процессах для резания различных 
материалов. ГАР является альтернативным 
методом обработки труднообрабатываемых 
материалов и сплавов, таких как: лазерное, 
плазменное и электроэрозионное резание. В 
качестве режущего инструмента технология 
ГАР использует высокоскоростную струю 
воды (до 1000 м/с), смешанную с абразив-
ными частицами диаметром 0,15…0,40 мм, 
истекающую из сопла диаметром около 1 
мм. 

В настоящее время ГАР является вы-
сокоэффективной и экологически чистой 
технологией, широко применяющейся в ма-
шиностроении, автомобилестроении, аэро-
космическом производстве, микроэлектро-
нике, пищевой промышленности, медицине, 
добыче угля, нефтегазовом машинострое-
нии, морском судостроении и др. 

Стоимость гидроабразивной резки в 
большей степени определяется затратами на 
абразив (включая стоимость его утилиза-
ции). Она может составлять около 70 % от 
общей стоимости резки в зависимости от 

минутного расхода, количества режущих 
головок, рабочего давления и т.д. [1].  

Традиционным абразивом для гидро-
абразивного резания является гранатовый 
песок. В России отсутствует его производ-
ство в промышленных масштабах. В 2023 
году мировое производство граната, вклю-
чая шесть основных минералов: гроссуляр, 
пироп, альмандин, спессартит, андрадит и 
уваровит, достигло примерно 0,97 млн тонн. 
Основными производителями являются Ав-
стралия (40,2 %), Китай (31,9 %) и Южная 
Африка (18,5 %) [2].  

Снижение общих затрат на процесс 
ГАР может быть достигнуто за счет замены 
граната недорогими абразивами, например, 
медным шлаком, что не только снижает экс-
плуатационные расходы ГАР, но и способ-
ствует ресурсосбережению и уменьшению 
вредного воздействия на окружающую сре-
ду, которое связано с утилизацией отходов 
цветной металлургии [3]. 

Отходы резки гранита и лом шлифо-
вальных кругов также рассматриваются 
как перспективные источники абразивного 
сырья для ГАР, при этом отходы резки 
гранита традиционно хранятся на полиго-
нах из-за отсутствия экономически выгод-
ной переработки [4]. Использование отхо-
дов шлифовальных кругов в качестве абра-
зива для ГАР также позволяет избежать 
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дорогостоящей утилизации и уменьшить 
проблемы с захоронением отходов [5]. 

Другой альтернативой гранату явля-
ется стальная дробь, которая имеет более 
высокую плотность и массу. Кроме того, 
благодаря своей магнитной природе, она 
легко поддается сбору и пригодна для вто-
ричной переработки [5]. Оксид алюминия, 
карбид кремния, кварцевый песок также 
возможно использовать для гидроабразив-
ного резания. 

Для эффективного гидроабразивного 
резания требуется абразивный материал с 
соотношением твердости абразива к обра-
батываемой детали от 1,0 до 1,1, при этом 
превышение этого значения не приводит к 
значительному повышению эффективно-
сти удаления материала [6]. 

Использование твердых абразивов 
подходит для быстрого удаления материа-
ла, в то время как использование мягких, 
хрупких абразивов может подойти для фи-
нишной обработки. Более мелкие частицы 
позволяют создавать более гладкие по-
верхности. Однако скорость резания мате-
риала снижается при использовании более 
мелких частиц [4]. 

Perec A. и др. [7] провели исследова-
ния по обработке титана различными абра-
зивами: гранатом, оливином и измельчен-
ным стеклом. Согласно результатам экспе-
римента, гранат обеспечивал наилучшую 
скорость и глубину резания. К тому же 
применение корундовых абразивов суще-
ственно уменьшает срок службы фокуси-
рующих трубок. Это имеет большое зна-
чение и ограничивает применение отходов 
шлифовальных кругов, оксида алюминия и 
карбида кремния для ГАР. 

Известны исследования, в которых 
медный шлак, кварцевый песок и гранит 
рассматривались как альтернатива гранату 
для гидроабразивного резания. Однако 
оказалось, что режущая способность мед-
ного шлака очень плохая даже при мед-
ленной подаче, не превышающей 20 
мм/мин. Увеличение дозировки абразива 
не дало какое-либо существенное преиму-
щество, а это означает, что его мощность 
эрозии явно недостаточна [8]. Значитель-
ное снижение скорости резки также 
наблюдается при использовании кварцево-

го и гранитного песка. Абразивные мате-
риалы этих типов показали образование 
глубоких бороздок на поверхности реза.  

Низкая скорость резания частиц мед-
ного шлака объясняется его преимуще-
ственно аморфным (стекловидным) состо-
янием с зернами фаялита и ферросилита, 
что характерно для оксидно-силикатных 
систем, подвергнутых быстрому охлажде-
нию от высоких температур. Такая струк-
тура согласуется с условиями получения 
медного шлака путем охлаждения горячей 
массы водой или сжатым воздухом. 

В работах [9, 10] показано и экспе-
риментально доказано, что термическая 
обработка медного шлака для гидроабра-
зивного резания способствует существен-
ному увеличению скорости обработки, 
сравнимому с абразивными свойствами 
гранатового песка. Термическая обработка 
при выбранных условиях способствует ро-
сту кристаллитов, преимущественно пред-
ставленных соединениями AL2SiO5 – 
40…55 % и Mg3Al2(SiO4)3 – 28…35 %. 
Также в составе присутствуют Fe2O3 – 
9…12 % и ZnFe2O4 – 8…10 %. 

Использование шлаковых отходов в 
качестве вторичного сырья представляет 
собой важную задачу, учитывая значи-
тельные запасы этих материалов, образо-
вавшиеся в России в результате производ-
ства цветных металлов. Применение шла-
ков в процессе гидроабразивной резки 
позволит не только смягчить экологиче-
ские последствия их складирования, но и 
уменьшить зависимость отечественных 
производств от импортных поставок гра-
натового абразива. 

Однако, прежде чем приступить к 
термической обработке частиц медного 
шлака, важно извлечь некристаллическую 
твердую силикатную фазу, находящуюся в 
промежутках между кристаллами фаялита 
и ферросилита. Это достигается посред-
ством целенаправленного разрушения и 
высвобождения минеральных компонентов 
шлака, характеризующихся упорядоченной 
кристаллической решеткой и значительной 
прочностью. 

Следовательно, селективное разру-
шение частиц шлака, включающее в себя 
разрушение структуры материала в про-
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цессе дробления или измельчения, напри-
мер, в процессе дезинтегрирования, позво-
ляет осуществить контролируемое разде-
ление его составных фаз на отдельные 
структуры. Создание модели, имитирую-
щей избирательное разрушение частиц 
медного шлака, требует теоретического 
описания каждой отдельной трещины. Это 
относится как к трещинам внутри структу-
ры шлакового зерна, обладающей одно-

родными свойствами, так и к трещинам, 
возникающим на границе срастания кри-
сталлических фаз. 

Исходя из вышесказанного, основное 
внимание в данной статье направлено на 
решение задачи прогнозирования возник-
новения микротрещин и оценку начальной 
поврежденности частицы медного шлака, 
которая может развиваться под действием 
внешней нагрузки. 

 
Метод решения задачи о поврежденности частицы медного шлака 

Для построения метода решения за-
дачи о поврежденности частицы медного 
шлака сначала делается упрощение рас-
сматриваемой ситуации за счет предполо-
жения о том, что поверхностный слой ма-
териала, прилегающий к берегам трещины 

Δ A
 и Δ A

, можно рассматривать как 

тонкий слой с постоянными по его нор-
мальному сечению свойствами. 

Для произвольного тела B  ограни-
ченного плоской поверхностью A  (берега 

трещины Δ A
 и Δ A

) область  , заня-

тая им, представлена в виде: 

AV                       (1) 

Здесь трехмерная A  – область, за-

нимаемая слоем AB  материала тела B , 

прилегающим к поверхности A . Слой AB  

с переменными материальными характе-
ристиками заменен слоем эффективной 
толщины материала с постоянными, но от-
личными от объемных значений свойства-
ми (рис. 1). Эффективная толщина слоя 

effh  приравнена к эффективной толщине 

слоя с переменной плотностью потенци-
альной энергии. Она определяется выра-
жением: 

V

s

A
eff

w

W
hdw

w
h

21

0







.            (2) 

Учтено, что ожидаемое значение ве-

личины effh  намного меньше размеров тела 

B  и радиуса кривизны поверхности A , h  – 
текущее значение, отсчитываемое вдоль 
нормали к поверхности A  до точки опреде-
ления величины VAV w.www 50 . 

 

 
 

Рис. 1. Схема выделения поверхностного слоя на 
абразивном зерне с постоянными материальными 

характеристиками 
Fig. 1. Diagram of surface layer separation on an 

abrasive grain with constant material characteristics 
 

Учитывая, что характер зависимости 
)(Δ hw  определяется механическими свой-

ствами материала, определяемыми зависи-

мостями )()(
0 hP n  и )(),( hC nm , можно счи-

тать, что effh  является материальной ха-

рактеристикой поверхностного слоя. Эта 
величина выражена через две другие физи-
ческие характеристики материала поверх-
ностного слоя – объемную плотность внут-
ренней потенциальной энергии бесконечно 
протяженного тела Vw  и его поверхностную 

энергию sW . 

Напряженное и деформированное со-

стояния материала в объемной части 

V
B

тела B  предполагаются однородными, 

так как их возмущения, вызванные появ-
лением свободной границы, здесь гаснут, а 
возмущения, связанные с ее кривизной, 
малы по сравнению с возмущениями в по-
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верхностном слое 

A
B , не замененном сло-

ем с осредненными характеристиками. По-

этому действие объемной части 

V
B тела 

B  на слой 

A
B  предлагается характери-

зовать действием распределенной вдоль 
серединной поверхности осредненного 

слоя 

A
B  нагрузки p . Более того, предла-

гается учитывать при этом только нор-
мальную к плоскости A  нагрузку. Со сто-

роны слоя 

A
B  на слой 

A
B  действует не-

локальная сила притяжения )( yf
A

  

(рис. 2). 
Форма балки, которая моделирует 

поверхностный слой толщины effh , ха-

рактеризуется зависимостью смещения 

)(
2

xvvu   серединной поверхности слоя 

от  )2/1(y  до текущего значения. Она 

неизвестна и подлежит определению. 
Определение делается с помощью основ-
ного дифференциального уравнения балки: 

),(),( yxfpyxq
A

 .             (3) 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема для поверхностного слоя в форме балки 
Fig. 2. Design diagram for the surface layer in the form of a beam 

 

При этом уравнение, связывающее 
изгибающий момент )(xM  с распределен-

ной нагрузкой )(xq  записывается в виде: 

)(
2

2

xq
xd

Md
 .                    (4) 

Зависимость 0)(  xvv  – это про-

гиб балки k  в сторону тела B  считается 

равной перемещению точек участка AΔ  

плоскости контакта AA   из отсчетного 
состояния сплошного тела B  в его теку-
щее состояние с трещиной параллельно 

нормали n


. 
Основой расчета нелокальных сил 

xdxq )()(  и xdxq )()( , действующих на 

балку со стороны 

V
B  и 

V
B  является мо-

дель расчета адгезионного взаимодействия 

твердых тел )1(B  и )2(B , представленная в 

работе [11]. Силы xdxq )()(  и 

xdyfxdxq
A

)()()(


   являются дально-

действующими. Предполагается, что каж-
дая из них действует на элемент балки – ее 

частицы kdx  объемом xdsVd k
x   

( 1s  – ширина балки).  
Эти силы действуют со стороны 

мысленных полубесконечных стержней – 

цилиндров Cd  и Cd  материала тел B  и 
B . Их объединение образует каждое из 

этих тел. Стержни перпендикулярны плос-
кости трещины и имеют площадь сечения 

xdsAd k   ( ms 1 ). Произвольный 

стержень – цилиндр Cd  «опирается» на 

поверхность A , а стержень – цилиндр 
Cd  – на поверхность A . Расстояние 
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между основаниями стержней Cd  и Cd  

равно v2 .  

В соответствии с этими представле-

ниями, сила притяжения частицы kdx  к 

полубесконечному цилиндру Cd  из тела 
B  определяется формулой: 
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На ту же частицу со стороны полубесконечного цилиндра Cd  из тела B  действует 

сила притяжения: 

xdsxdsfAdq k
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Здесь введено обозначение: 
v 2 ,    lx .                                                            (7) 

После этого линейная плотность q  силы, действующей на балку k , должна 

вычисляться по следующей формуле: 
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Учитывая, что модуль Юнга и момент инерции сечения балки: constE  , constI  , 
можно получить уравнение для определения зависимости )(  с помощью которой 

определяется форма трещины: 
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l42
 ,     1s .                                              (11) 

В силу описанной симметрии крае-
вые условия задаются при 1 . Они 

имеют вид: 

0
1

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,   0

1
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




d

d
. (12) 

Приближенное решение определяет-
ся методом Ритца. В соответствии с ним: 
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Неизвестная функция )(  заме-

няется своим приближением. Оно пред-

ставляет собой линейную комбинацию N  
базисных функций )(nu  с неизвестными 

коэффициентами na , удовлетворяющих 

краевым условиям (12): 





N

n
nnua

1

)()(   (14) 

В качестве пробных функций, учиты-
вая условия симметрии, выбираются чет-
ные функции аргумента . Коэффициенты 

na  определяются на основании условия 

стационарности функционала (13). 
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Результаты расчета и заключение 
Рассматривается случай, когда 

нагрузка на поверхностный слой – балку 
создается только внутренними напряжени-
ями, созданными межатомными взаимо-
действиями в отсутствие внешних механи-
ческих воздействий. Поверхностный слой 
находится в естественных условиях. 

Так как в химическом составе медно-
го шлака значительное содержание оксида 
кремния, рассмотрим его в качестве ос-
новного материала, для которого известны 
следующие значения параметров [12]: 

 

 1010 m/1 =0,65,  910 2/ mN =74,  910 2/ mN =63, 29 /10160 mNE  ,        

(15) 
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Рассмотрен только простейший случай, когда: 

1N ,    22
1 )1()()(  auu                                             (16) 

При проведении расчетов сначала 

определили поверхностную энергию pW  и 

эффективную толщину   пограничного 
слоя. Они вычислялись в предположении о 
том, что противоположные берега трещи-
ны не влияют на их значения. Это допуще-
ние является грубым, но упрощающим ре-
шение задачи.  

Получено: 
2/28.1 mJWp  , alm 51013 10    

( mla
10107.2   – межатомное 

расстояние). 
Величина l  определена на основании 

представленной в работе [13] 
приближенной оценки длины устойчивой 
трещины: 

2q

EW
l p .                      (17) 

Получена следующая оценка: 

alml 10103 9   . 

В результате проведенных расчетов 
оказалось, что 2.6a . Коэффициент a  
совпадает с максимальным безразмерным 
значением текущего расстояния между бе-
регами трещины: maxmax 2 va  . Ис-

пользуя это, получено реальное значение 
максимального расстояния между проти-
воположными точками берегов:

mav 10
max 106.42/  .  

Таким образом, из-за наличия внут-
ренних начальных напряжений в частице 
медного шлака, порожденных нелокаль-
ными взаимодействий частиц упругого 
континуума, в нем возможно появление 
микротрещин, а значит существование 
начальной поврежденности, которая может 
развиваться под действием внешней 
нагрузки. Эти микротрещины имеют за-
остренные на краях поверхности контакта 
берегов при отсутствии стремящихся к 
бесконечности напряжений в их окрестно-
сти. 
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