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Аннотация 

В статье исследуется влияние наружного и 
внутреннего избыточного давления на характери-
стики жесткости оболочек котлов вагонов-цистерн, 
которые играют ключевую роль в конструкции ва-
гона, обеспечивая сохранность грузов, таких как 
нефть, нефтепродукты, сыпучие грузы, газ и хими-
ческие вещества. Исследование направлено на раз-
работку научного подхода для оценки влияния раз-
личных давлений на частотные характеристики 
оболочек и их устойчивость, что критически важно 
для обеспечения их надежности и безопасности. 
Были разработаны математические выражения для 
определения частот собственных колебаний и кри-
тического давления, при котором происходит поте-
ря устойчивости оболочки котла. Проведенный 
численный анализ с использованием метода конеч-
ных элементов подтвердил адекватность и точность 

предложенных моделей. Результаты исследования 
показали, что снижение внутреннего давления при-
водит к снижению жесткости оболочки и, соответ-
ственно, частот собственных колебаний, что может 
вызвать переход в неустойчивое состояние. В то же 
время, увеличение внутреннего давления способ-
ствует повышению жесткости и частот колебаний. 
Эти выводы имеют значительное значение для про-
ектирования и эксплуатации вагонов-цистерн, так 
как позволяют учитывать потенциальные риски и 
разрабатывать более безопасные и эффективные 
конструктивные решения. Полученные данные мо-
гут способствовать улучшению безопасности пере-
возок грузов в том числе опасных грузов. 

Ключевые слова: вагон-цистерна, колеба-
ния, давление, устойчивость, метод конечных эле-
ментов, характеристики. 
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Abstract 

The paper studies the influence of external and 
internal overpressure on the stiffness characteristics of 
boiler shells of tank cars, which play a key role in the 
car design, ensuring the safety of freights such as oil, 
oil products, bulk cargoes, gas and chemicals. The re-
search is aimed at developing a scientific approach to 
assess the effect of various pressures on the frequency 
characteristics of shells and their stability, which is 
critically important to ensure their reliability and safe-
ty. Mathematical expressions are developed to deter-
mine the frequency of natural oscillations and the criti-
cal pressure at which the stability of the boiler shell is 
lost. The numerical analysis performed using the finite 
element method confirms the adequacy and accuracy of 
the proposed models. The results of the study show that 

a decrease in internal pressure leads to a decrease in the 
stiffness of the shell and, accordingly, the frequencies 
of natural oscillations, which can cause a transition to 
an unstable state. At the same time, an increase in in-
ternal pressure contributes to an increase in stiffness 
and oscillation frequencies. These conclusions are of 
great importance for the design and operation of tank 
cars, as they allow to take into account potential risks 
and develop safer and more effective design solutions. 
The data obtained can contribute to improving the safe-
ty of cargo transportation, including dangerous 
freights.   

Keywords: tank car, oscillations, pressure, sta-
bility, finite element method, characteristics.   
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Введение 

В области железнодорожных перево-
зок вагоны-цистерны играют важную роль, 
обеспечивая надежное и эффективное ре-
шение для перемещения большого объема 
жидких и газообразных грузов, таких как 
нефть, нефтепродукты, сыпучие грузы, газ 
и химические вещества. Котлы этих ци-
стерн являются существенными элемента-
ми конструкции, подвергающимися ряду 
нагрузок и воздействий, которые могут 
вызывать различные повреждения [1]. 

В частности, наружное и внутреннее 
давление, которому подвергаются котлы 
вагонов-цистерн, может влиять на частоты 
собственных колебаний оболочки котла, 
что, в свою очередь, может оказывать воз-
действие на несущую способность кон-
струкции вагона-цистерны и безопасность 
его эксплуатации. Например, в статье [2] 
была показана связь между критическим 
значением потери устойчивости и значе-
ниями собственных частот оболочки кот-
ла. Иными словами, в отдельных случаях 
изменение жесткости оболочки этого узла 
конструкции вагона под воздействием 

наружного или внутреннего давления мо-
жет привести к ситуациям, угрожающим 
безопасности, создавая риски для инфра-
структуры, жизни и здоровья окружающей 
среды и человека. 

К сожалению, несмотря на важность 
этой проблемы, существует относительно 
небольшое количество современных ис-
следований, посвященных именно этому 
вопросу. В настоящее время имеются ис-
следования, посвященные рабочим харак-
теристикам котлов вагонов-цистерн. 
Например, в исследовании [3] авторами 
была проведена оценка влияния собствен-
ных частот колебаний на уровень динами-
ческих напряжений, возникающих в обо-
лочки котла цистерны. В своей работе Бо-
гачев В.И. [4] разработал методику опре-
деления частот собственных колебаний 
жидкости, связанных с возможным появ-
лением резонанса при движении вагона. В 
статье [5] показаны подходы к определе-
нию собственных частот оболочки котла 
вагона-цистерны, в которых учитывается 
влияние жидкого груза, а в работе [6] 
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предложен энергетический подход для 
оценки собственных частот. Одними из 
ценных работ по определению собствен-
ных частот являются работы [7, 8], в кото-
рых содержатся экспериментальные дан-
ные о значениях собственных частот кот-
лов вагонов-цистерн. 

Таким образом, знакомство с литера-
турными источниками позволяет утвер-
ждать, что вопрос влияния нагрузок в виде 
наружного и внутреннего избыточного 
давления на оболочки котлов и частоты их 
колебаний применительно к железнодо-
рожным котлам-цистернам практически не 
изучен. В связи с вышесказанным необхо-
димо иметь научный подход к обоснова-
нию влияния наружного и внутреннего 
давления на характеристики жесткости 
оболочек котлов вагонов-цистерн. Выяв-
ление и объяснение связи между давлени-
ем и частотами колебаний может помочь в 
создании более надежных и долговечных 
конструкций котлов, что в конечном итоге 
приведет к улучшению безопасности пере-
возок и эффективности транспортных опе-
раций. 

Целью данного исследования являет-
ся определение влияния наружного и 
внутреннего избыточного давления на ха-

рактеристики жесткости оболочки котла 
вагона-цистерны. Результаты этого иссле-
дования позволят выполнить оценку ча-
стотных характеристик и потерю устойчи-
вости при различных уровнях наружного и 
внутреннего давления. Для достижения 
поставленной цели необходимо: 

– разработать выражения, определя-
ющие частоты собственных колебаний и 
критическое давление при различном 
наружном и внутреннем избыточном дав-
лении; 

– разработать выражение, определя-
ющие критическое давление потери устой-
чивости при различных вынужденных воз-
действиях с разной частотой; 

– вычислить значения собственных 
частот при различных уровнях наружного 
и внутреннего избыточного давления по 
разработанным выражениям; 

– выполнить численный анализ с ис-
пользованием метода конечных элементов 
для подтверждения адекватности получен-
ных формул; 

– исследовать влияние давления и 
параметров котла вагона-цистерны на его 
жесткостные характеристики его оболоч-
ки. 

 
Материалы, модели, эксперименты и методы  

Знакомство с научными исследова-
ниями показало, что при решении подоб-
ных задач уравнение типа Доннелла заре-
комендовало себя достаточно хорошо. В 
частности, в статье [9] были получены 
собственные частоты изотропной кониче-
ской оболочки, нагруженной внутренним и 
наружным давлением, на основе указанно-
го уравнения. Значения, полученные в ре-
зультате теоретического исследования, хо-
рошо согласуются с экспериментальными 
данными. Следует отметить, что для про-
ведения эксперимента использовался элек-
тромагнит, генерирующий колебания в 
стенках цилиндра посредством переменно-
го магнитного поля. В ходе тестирования 
частота возбуждения электромагнита из-
менялась с помощью генератора до тех 
пор, пока не была достигалась резонансная 
частота. Эта частота измерялась с помо-
щью микрофона. Затем микрофон переме-

щали как вдоль оси, так и по окружности 
вокруг образца для получения модального 
рисунка. Похожее исследование описано в 
статье [10], где с помощью модифициро-
ванного уравнения Доннелла были иссле-
дованы собственные частоты и потеря 
устойчивости поперечно-слоистых неод-
нородных ортотропных усеченно-
конических оболочек под действием одно-
родного бокового и гидростатического 
давления. Однако, помимо работ, исполь-
зующих уравнение Доннелла, стоит обра-
тить внимание на работу [11], в которой 
предложен подход для определения соб-
ственных частот предварительно напря-
женных тонких цилиндрических оболочек, 
транспортирующих жидкость, и работу 
[12], в которой приводится описание и ре-
зультаты эксперимента по определению 
спектрального отклика сферической алю-
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миниевой оболочки при изменении внут-
реннего давления. 

Применительно к рассматриваемой 
задаче воспользуемся уравнением Доннел-
ла, которое описывает напряженно-
деформированное состояние круговых ци-
линдрических оболочек [13]. Это диффе-
ренциальное уравнение является специфи-
ческим случаем обобщенного уравнения 
оболочек. Оно учитывает главным образом 
внешние нагрузки и изгибные напряжения, 
связанные с геометрической формой и ма-
териалом оболочки, но при этом предпола-
гает, что радиус кривизны оболочки зна-
чительно превышает ее толщину. Уравне-
ние Доннелла предполагает, что переме-
щения в оболочке небольшие и линейны, 
что позволяет применять принцип супер-
позиции и линейную теорию упругости. 
Уравнение Доннелла обычно используется 
для расчета внутренних усилий, деформа-
ций, перемещений и напряжений в цилин-
дрических оболочках под воздействием 

различных типов нагрузок, таких как осе-
вые, радиальные, торсионные, темпера-
турные и другие. 

Особенностью этого уравнения явля-
ется то, что оно эквивалентно всем трем 
группам полной системы уравнений тео-
рии оболочек: уравнениям равновесия, 
геометрическим соотношениям, выража-
ющим деформации через перемещения, и 
физическим соотношениям, реализующим 
закон Гука, в котором определяются внут-
ренние усилия через деформации. Левая 
часть этого уравнения, по сути, представ-
ляет собой дифференциальную матрицу 
реакций на радиальные перемещения, а 
правая – характеризует нагрузку оболочки. 
Можно сказать, что это уравнение дина-
мического равновесия в перемещениях, 
поскольку правая часть отражает влияние 
инерционных сил, обусловленных колеба-
ниями. 

Для рассматриваемой задачи вы-
бранное уравнение имеет вид 

4 2 2 2
8 8

об2 4 2 2 2 22

Eh w PR w w w
D w PR w h

R x x R t

     
         

     
,                           (1) 

где 
3

212(1 μ )

Eh
D 


 – цилиндрическая 

жесткость оболочки котла вагона-
цистерны; w – радиальные перемещения; E 
– модуль упругости материала оболочки; h 
– толщина оболочки; μ – коэффициент 
Пуассона; R – радиус срединной поверхно-
сти цилиндрической оболочки; P – давле-
ние на оболочку; x, β – линейные и угло-
вые координаты; t – время; ρоб – плотность 
материала оболочки;

42 2
8

2 2 2βx R

  
   

  
– оператор диффе-

ренцирования. 

Отметим, что выбранное уравнение 
хорошо зарекомендовало себя для тради-
ционной расчетной схемы цилиндрической 
части котла-цистерны [14]. Оно удобно в 
использовании и обеспечивает необходи-
мый уровень точности расчетных данных 
[15]. В этом уравнении в качестве основ-
ной разрешающей функции принято ради-
альное перемещение w, через которое 
можно определить все другие расчетные 
величины. Для обычно применяемой рас-
четной схемы цилиндрической части котла 
[16, 17] целесообразно аппроксимировать 
перемещения w в виде тригонометрическо-
го ряда 

       
1 2

, , sin cos sinmn m
m n

w x t w x n t
 

 

     ,                                        (2) 

где wmn– коэффициент ряда с номерами m 
и n; λm = mπR/L; L – длина цилиндрической 
части котла; ωπf – круговая частота ко-
лебаний. 

После подстановки аппроксимирую-
щей функции (2) в дифференциальное 
уравнение (1) и применения метода Бубно-
ва-Галеркина, получаем бесконечную си-

стему независимых алгебраических урав-
нений относительно коэффициентов wmn. 
Поскольку перемещение w в этой задаче 
входит как в правую, так и в левую части 
уравнения, система уравнений оказывается 
однородной. В результате получаем сле-
дующую формулу: 
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 (3) 

Решая уравнение относительно квадрата частоты, получаем формулы для расчета этой 
частоты в зависимости от изменения давления P 
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 (4) 

Также можно сформулировать задачу по-другому и решить это уравнение относитель-
но нагрузки P в зависимости от частоты 
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 (5) 

 

Результаты расчетов и обсуждение 
В расчетах рассмотрим два вида обо-

лочек со следующими параметрами, соот-
ветствующими рамной (оболочка 1) и без-
рамной (оболочка 2) конструкциям ваго-
нов-цистерн (табл. 1). 

Результаты расчетов по выражению 
(4), показывающие зависимость собствен-
ных частот от уровней наружного и внут-
реннего давления, представлены в табл. 2. 

Таблица 1 
Исходные данные для расчета 

Table 1 
Initial data for the calculation 

Параметр Оболочка 1 Оболочка 2 Размерность 
E 200 210 ГПа 
µ 0,3 0,3 – 
g 9,81 9,81 м/с 
ρ 7850 7850 кг/м3 
R 1,5 1,5 м 
h 10 12 мм 
L 9 17 м 

 
Сравним результаты, полученные по 

выражениям (4) и (5), с результатами, по-
лученными методом конечных элементов 
(МКЭ). Общий вид конечно-элементной 
модели рассматриваемой оболочки 2 при-
веден на рис. 1. 

Расчет численным методом выпол-
нялся в два этапа. На первом этапе опреде-
лялось напряженно-деформированное со-
стояние. На втором этапе напряженно-
деформированная модель оценивалась на 

критическое давление потери устойчиво-
сти (табл. 3). 

На графиках сплошные линии соот-
ветствуют результатам, полученным по 
выражению (4), пунктирные – результатам, 
полученным методом конечных элементов. 
Синие и оранжевые линии соответствуют 
расчетам, выполненным по исходным дан-
ным для оболочки 1, а серые и желтые – 
для оболочки 2. 
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Таблица 2 
Значения собственных частот при различных уровнях давления, 

рассчитанные по выражению (4) 
Table 2 

The values of natural frequencies at different pressure levels, 
calculated by the expression (4) 

Тип давления 
 

Значение давления P, кПа Частота f, Гц 
Оболочка 1 Оболочка 2 

 
 
 

Наружнее избыточное  

0 18,70 11,38 
20 17,74 10,89 
40 16,01 9,98 
60 13,83 8,42 
80 11,23 6,48 

100 7,81 3,634 
120 – – 

 
 
 
 

Внутреннее избыточное 

0 18,70 11,38 
20 19,61 11,85 
40 20,48 12,23 
60 21,33 12,73 
80 22,13 13,16 

100 22,91 13,56 
120 23,66 13,56 
140 24,39 14,34 
160 25,09 14,72 
180 25,79 15,08 
200 26,46 15,44 

 

 
Рис. 1. Общий вид конечно-элементной модели котла 

Fig. 1. General view of the finite element boiler model 
 

 
Рис. 2. Форма собственных колебаний оболочки котла вагона-цистерны 

при наружном избыточном давлении 40 кПа 
Fig. 2. The shape of the natural oscillations of the shell 

of the boiler of the tank car at an external overpressure of 40 kPa 
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Таблица 3 
Значения собственных частот при различных уровнях давления,  

рассчитанные методом конечных элементов 
Table 3 

Values of natural frequencies at different pressure levels,  
calculated by the finite element method 

Тип давления Значение давления P, кПа Частота f, Гц 
 
 
 
 
 

Наружнее избыточное  

Оболочка 1 Оболочка 2 
0 17,88 11,6 
20 16,98 10,43 
40 15,801 9,11 
60 13,764 7,57 
80 11,284 5,61 

100 8,05 2,39 
120 – – 

 
 
 
 

Внутреннее избыточное 

0 17,88 11,6 
20 18,74 12,66 
40 19,55 13,61 
60 20,33 13,98 
80 21,07 14,29 

100 21,79 14,58 
120 22,49 14,87 
140 23,17 15,16 
160 23,83 15,44 
180 24,47 15,71 
200 25,09 15,97 

 

 
 

Рис. 3. Графики зависимости частот собственных колебаний от уровня наружного (слева)  
и внутреннего (справа) давления 

Fig. 3. Graphs of the dependence of natural oscillation frequencies on the level  
of external (left) and internal (right) pressure 

 
Как было сказано ранее, уравнение 

(3) можно преобразовать относительно 
давления и получить выражение (5). Ины-
ми словами, используя выражение (5), 
можно определить уровень критического 
наружного избыточного давления, при ко-
тором может произойти потеря устойчиво-

сти оболочки котла вагона-цистерны. В 
отличие от выражений, предлагаемых в 
работах [14], выражение (5) учитывает вы-
нужденные воздействия на оболочку. При-
ведем результаты вычислений по выраже-
нию (5) для оболочки 1 и оболочки 2 в 
табл. 4. 
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Таблица 4 
Значения критического наружного избыточного давления,  
при котором теряется устойчивость котла вагона-цистерны 

Table 4 
The values of the critical external overpressure at which the stability  

of the boiler of the tank car is lost 
Частота воздействия f, Гц Критическое давление потери устойчивости P, кПа 

Оболочка 1 Оболочка 2 
0 118,75 109,17 
2 117,52 106,39 
4 113,84 98,06 
6 107,69 84,18 
8 99,09 64,75 

10 88,04 39,71 
12 74,53 9,24 
14 58,56 26,85 
16 40,13 66,61 
18 14,73 41,39 
20 4,08 13,19 
22 29,89 17,96 
24 58,14 52,09 

 

 
Рис. 4. График зависимости критического давления потери устойчивости  

оболочки от воздействия вынужденными колебаниями с различной частотой  
(синий график – оболочка 1, оранжевый график – оболочка 2) 

Fig. 4. Graph of the dependence of the critical pressure of the loss of stability  
of the shell on the impact of forced vibrations with different frequencies  

(blue graph – shell 1, orange graph – shell 2) 
 

Выводы и обсуждение  
Рассмотрим результаты, полученные 

по выражению (4). Как видно из графиков, 
представленных на рис. 3, результаты, по-
лученные по выражению (4), достаточно 
хорошо коррелируют с результатами, по-
лучаемыми при расчете методом конечных 
элементов. Стоит обратить внимание на 
характер изменения частот собственных 
колебаний при воздействии на конструк-

цию наружного или внутреннего избыточ-
ного давления. В первом случае в оболочке 
начинает образовываться отрицательное 
внутреннее давление, которое снижает 
жесткость всей конструкции. При дости-
жении определенного уровня отрицатель-
ного внутреннего давления происходит 
переход из устойчивого состояния в не-
устойчивое, что приводит к потере устой-
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чивости оболочки. Эти вопросы, как было 
сказано ранее, рассматривались авторами в 
работах [2]. Снижение жесткости котла 
приводит к снижению уровня частот соб-
ственных колебаний. Например, при уве-
личении наружного избыточного давления 
на 80 кПа от начального уровня 0 кПа ча-
стоты собственных колебаний уменьша-
ются практически в два раза – с 11,38 Гц 
до 6,38 Гц. В другом случае, при увеличе-
нии внутреннего избыточного давления, 
жесткость конструкции повышается, и, как 
следствие, повышается уровень частот 
собственных колебаний. Например, при 
увеличении внутреннего избыточного дав-
ления с 0 кПа до 80 кПа частоты собствен-
ных колебаний увеличиваются с 11,38 Гц 
до 13,16 Гц.  

Таким образом, предлагаемый под-
ход к расчету частот собственных колеба-
ний достаточно хорошо отражает характер 
поведения котла при воздействии на него 
различных видов давления и показал себя 
эффективно в сравнительном анализе с 
другим методом расчета. 

Рассмотрим результаты, полученные 
по выражению (5). Данное выражение поз-
воляет находить значения критического 
давления, при котором происходит потеря 
устойчивости оболочки котла вагона-
цистерны. На графиках, представленных 
на рисунке 4, видно, что при увеличении 
частоты воздействия на оболочку значение 
критического давления снижается до 
определенного уровня, после чего снова 
возрастает. Например, для котла с пара-
метрами оболочки четырехосного вагона-
цистерны значение критического давления 
при воздействии частотами в диапазоне 0-
12 Гц снижается, после чего в диапазоне 
частот 12…16 Гц значение критического 

давления возрастает, но не достигает пер-
воначального уровня, соответствующего 
частотам в диапазоне 0…4 Гц. Получен-
ные результаты показывают, что воздей-
ствие на котел вагона-цистерны различ-
ными видами вынужденных колебаний 
приводит к снижению способности сопро-
тивляться наружному избыточному давле-
нию. Это обстоятельство необходимо учи-
тывать при проектировании котлов ваго-
нов-цистерн. 

Предложен подход для оценки уров-
ня вибрационных воздействий массивных 
деталей на цилиндрическую оболочку ва-
гонов-цистерн. Особенностью предложен-
ного подхода является возможность вы-
полнить приближенный расчет по опреде-
лению уровня собственных частот массив-
ного груза. Расчеты такого рода необходи-
мы при верификации и оценке адекватно-
сти результатов расчета, выполняемых 
другими методами, например, наиболее 
распространенным на сегодняшний день 
методом конечных элементов.  

Дополнительной возможностью яв-
ляется тот факт, что применения результа-
тов, описанных в статье, могут позволить 
оценить напряженно-деформированное 
состояние цилиндрической оболочки котла 
вагона цистерны под воздействием ло-
кальных нагрузок. Такие оценки необхо-
димы ввиду конструкционной специфики 
котлов вагонов цистерн. 

Тестовые расчеты оболочек, соответ-
ствующих восьмиосным и четырехосным 
вагонам-цистернам, показали, что значе-
ния собственных частот установленного на 
котлах вагонов-цистерн массивного груза 
находятся в районе 29 Гц и 38 Гц соответ-
ственно. 
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