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Аннотация 

Статья посвящена моделированию напря-

женно-деформированного состояния вагонного 

колеса в случае его термообработки. Методика рас-

чета основана на применении метода конечных 

элементов с разработкой специализированной рас-

четной схемы. Конечные элементы приняты в виде 

колец треугольного сечения. Исходные уравнения 

использованы на основе теории упругости. Ап-

проксимация перемещений принята вдоль оси вра-

щения и по радиусу - линейная, в окружном 

направлении - в виде тригонометрических рядов. 

С применением предложенной методики бы-

ли выполнены расчеты колеса с двумя вариантами 

упрочнения обода: в виде одной кольцевой полосы 

на поверхности катания и с применением двух до-

полнительных полос с промежуточной степенью 

упрочнения.  

Разработанные средства расчетного модели-

рования могут использоваться при разработке ме-

тодик и выборе параметров упрочнения колес. 

Ключевые слова: колесо, вагон, упрочне-

ние, метод, перемещение, аппроксимация, напря-

женно-деформированное состояние. 
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Abstract 

The paper is devoted to modeling the stress-

strain state of a car wheel in the case of its heat treat-

ment. The calculation technique is based on the appli-

cation of the finite element method for a specialized 
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design diagram. The final elements have the form of 

rings of triangular cross-section. The initial equations 

are used on the basis of the theory of elasticity. The 

approximation of movements along the axis of rotation 

and along the radius is linear, in the circumferential 

direction it has the form of trigonometric series. 

Using the proposed technique, calculations of a 

wheel with two variants of rim hardening are imple-

mented: as one annular strip on the rolling surface and 

with the use of two additional strips with an intermedi-

ate degree of hardening.  

The developed means of modeling can be used 

to develop methods and to select wheel hardening pa-

rameters. 

Keywords: wheel, car, hardening, method, 

movement, approximation, stress-strain state. 
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Постановка задачи и принятые допущения 

Рассматривается вагонное колесо, 

имеющее упрочненную поверхность ката-

ния и находящееся под действием реакции 

со стороны рельса.  

Цель разработки настоящей методи-

ки состоит в необходимости учета локаль-

ного упрочнения (изменения механических 

характеристик) обода и варьирования схем 

подобного упрочнения.  

В основу предлагаемой методики 

расчета положены метод конечных эле-

ментов (МКЭ) в форме метода перемеще-

ний [1, 2] и теория упругости [3-6]. В каче-

стве конечного элемента принят трехузло-

вой кольцевой элемент.  

Для перемещений принята следую-

щая аппроксимация: вдоль оси вращения и 

по радиусу – линейная, в окружном 

направлении – в виде тригонометрических 

рядов. 

При расчете приняты следующие до-

пущения: 

 материал колеса является сплош-

ным; 

 конструкция полагается осесиммет-

ричной; 

 реакция от рельса действует на ко-

лесо статически; 

 колесо представляется как набор 

трехузловых кольцевых конечных элемен-

тов;  

 механические характеристики в 

пределах каждого конечного элемента по-

лагаются постоянными; 

 для описания деформации колеса 

применим теорию упругости; 

 упрочнение обода колеса учитыва-

ется при помощи локального изменения 

модуля упругости материала и допускае-

мых напряжений. 

 

Исходные уравнения теории упругости 

Исходные уравнения теории упруго-

сти связывают между собой параметры 

напряженно-деформированного состояния.  

Для колеса примем общую цилин-

дрическую систему координат Oxr. Ось 

Ox (продольные координаты) направлена 

вдоль оси вращения, ось O (угловые ко-

ординаты) – по окружности, ось Or (ради-

альные координаты) совпадает с радиусом.  

Применительно к оболочкам подоб-

ные уравнения использовались в работах 

[7-9]. 

Деформациями зависят от перемеще-

ний при помощи дифференциальных зави-

симостей, называемых геометрическими 

соотношениями, которые представим сле-

дующим образом: 

 

 ε d W ,                         (1) 

где 1 2 3 12 13 23ε {ε ;ε ;ε ;ε ;ε ;ε }   деформации; 

1ε , 2ε , 3ε   деформации растяжения-

сжатия в направлении осей, соответствен-

но, Оx, О, Оr; 12ε , 13ε , 23ε   деформации 

сдвига в плоскостях, соответственно, Ox, 

Oxr, Or; };;{ wvuW 


  вектор перемеще-

ний; u, v, w - продольное (вдоль оси Оx), 

тангенциальное (вдоль оси О) и радиаль-

ное (вдоль оси Оr) перемещения соответ-

ственно; 
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  матрица-оператор. 

 

Связь между напряжениями и де-

формациями выражается через физические 

соотношения, которые также запишем в 

матричной форме: 

 

 σ εB ,                       (2) 

где 1 2 3 12 13 23σ={σ ;σ ;σ ;σ ;σ ;σ }  вектор 

напряжений; 1σ , 2σ , 3σ   нормальные 

напряжения в направлении осей, соответ-

ственно, Оx, О, Оr; 12σ , 13σ , 23σ   каса-

тельные напряжения в плоскостях, соот-

ветственно, Ox, Oxr, Or; 
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  матрица 

жесткостных характеристик; 
μ

(1 μ)(1 2μ)

E
B 

 
; E  модуль упругости при растяжении-

сжатии;   коэффициент Пуассона; 
2(1 μ)

E
G 


  модуль упругости при сдвиге. 

Исходные уравнения должны быть 

дополнены заданием граничных условий, 

которые представим в виде заданных ну-

левых перемещений в направлениях внеш-

них связей. 

  

Применение принципа Лагранжа 

Для расчета колеса применим вариа-

ционный принцип Лагранжа [5], при кото-

ром в качестве функционала принимается 

полная потенциальная энергия деформи-

рованного тела. Условие стационарности 

функционала (минимума потенциальной 

энергии) имеет вид: 

0









W

A

W

П
 ,                  (3) 

где drrdxdП T 





2

1
  потенциаль-

ная энергия деформации системы;  – 

объем исследуемой части колеса; 


S

T dsWqA


  работа внешних сил над 

системой; W

 вектор перемещений; 

 wvu qqqq ;;


 – вектор интенсивностей 

внешних распределенных нагрузок; uq , vq

, wq  – интенсивности составляющих 
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внешней нагрузки в направлении соответ-

ствующих перемещений; S – площадь дву-

мерной зоны действия внешней нагрузки 

на поверхности колеса. 

С учетом геометрических (1) и физи-

ческих (2) соотношений потенциальная 

энергия выражается через вектор переме-

щений 

    


 drdxdWdBdWП
TT 



2

1
. 

 

Применение МКЭ 

В соответствии с принятыми допу-

щениями, конечные элементы выберем в 

виде колец треугольного сечения, узлами 

для каждого элемента будут окружности, 

образованные каждой вершиной треуголь-

ника [10-12].  

Для каждого конечного элемента 

определяется потенциальная энергия и ра-

бота внешних сил. При этом учитываются 

функции формы перемещений (аппрокси-

мация) в пределах элемента. Из вкладов от 

каждого конечного элемента составляется 

система уравнений для всей расчетной 

схемы.  

При этом неизвестными являются уз-

ловые перемещения, которые представля-

ют собой коэффициенты разложения пе-

ремещений узлов в ряды Фурье. 

Определим вклад в разрешающую 

систему уравнений от одного конечного 

элемента.  

Введем аппроксимацию перемеще-

ний и представим в матричной форме: 

 





1m

wW


,                   (4) 

где m – номер члена тригонометрического 

ряда перемещений (номер гармоники); 

 333222111 ,,,,,,,, wvuwvuwvuw 


 – вектор 

узловых перемещений элемента, соответ-

ствующих гармонике номер m; индексы 1, 

2, 3 – номера узлов конечного элемента;
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 – матрица функций фор-

мы перемещений; mcos1  ; msin2  ; mcos3  ; 

    rxxxrrrxrxФ 233223321
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rx

rx

rx

  – удвоенная площадь треуголь-

ного поперечного сечения. 

Следует остановиться на некоторых 

особенностях гармоник разложения переме-

щений в ряды Фурье (4). Гармоники с номе-

рами, начиная с m = 2, относятся к самоурав-

новешенному неосесимметричному состоя-

нию. Основные выкладки будут приведены 

именно для этого случая. 

Гармоника m = 0 относится к осе-

симметричному напряжённо-деформиро-

ванному состоянию. Осесимметричное со-

стояние имеет некоторые особенности в 

случае, если внешняя нагрузка имеет 

плоскость симметрии, проходящую через 

ось колеса. При осесимметричном состоя-

нии учитывается постоянство всех пара-

метров в окружном направлении, поэтому 

разрешающая система уравнений имеет 

меньший порядок. При этом во все зави-

симости следует подставлять номер гар-

моники m = 0. 

Гармоника m = 1 соответствует состо-

янию тела как балки. Это состояние иссле-

дуется обычными методами сопротивления 

материалов и вносит незначительный вклад 

в НДС колеса.  
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Подставим принятую аппроксимацию 

перемещений (4) в выражение для потенци-

альной энергии деформации и работы внеш-

них сил. Тогда для одной гармоники пере-

мещений m имеем: 

       




i

drdxdwФdBФdwП
TT 



2

1
.                                     (5) 

 
S

T dswФqA


.                                                             (6) 

Тогда в уравнении Лагранжа (3) вы-

числяется производная по вектору узловых 

перемещений 

0









w

A

w
 .                (7) 

Вклад от одного конечного элемента 

в систему уравнений равен: 

 wr
w


 




; p

w

A 
 




, 

где  r  – матрица жёсткости конечного 

элемента; p


– вектор внешних нагрузок 

конечного элемента. 

 

         




i

drdxdФdBФdr
T


2

1
;  (8) 

 
S

T dsФqp


.                 (9) 

При интегрировании по окружной 

координате вследствие постоянной жёст-

кости колеса по окружности (допущение 2) 

имеет место ортогональность тригономет-

рических функций, поэтому система рас-

падается по отдельным гармоникам m. Для 

каждой гармоники матрица жесткости яв-

ляется симметричной относительно глав-

ной диагонали. Порядок матрицы в случае 

неосесимметричных внешних воздействий 

равен девяти, а при осесимметричных - 

шести (исключаются строки и столбцы, 

соответствующие окружному перемеще-

нию v).  

При нахождении вектора внешних 

нагрузок (9) будем полагать, что внешняя 

нагрузка равномерно распределена по всей 

наружной стороне элемента (обращенной в 

сторону рельса). По окружности нагрузка 

также равномерно распределяется по пло-

щадке, задаваемой через угловые коорди-

наты ее начала и конца. 

Система уравнений для конструкции 

колеса в целом составляется с учетом мат-

риц жесткости и векторов внешних нагру-

зок каждого элемента: 

 

  pwr


 ,  (10) 

 

где  r  – матрица жесткости колеса; p


 – 

вектор внешних нагрузок колеса; w


={ u1, 

v1, w1, u2, v2, w2,..., ui, vi, wi,..., un, vn, wn} – 

вектор узловых перемещений колеса; i – 

номер узла; n – общее количество узлов. 

Система уравнений (10) разрешается 

относительно вектора узловых перемеще-

ний конструкции отдельно для каждой 

гармоники с последующим вычислением 

всех необходимых параметров путем сум-

мирования по всем гармоникам. 

 

Результаты расчетов 

С применением изложенной методи-

ки были выполнены расчеты колеса с дву-

мя вариантами упрочнения обода (см. рис. 

1, 2). 

Первый вариант (базовый, сплошная 

линия) имел упрочение в виде кольцевой 

полосы на поверхности катания. Второй 

вариант (опытный, штриховая линия) имел 

помимо основной полосы упрочнения две 

дополнительные полосы, примыкающие к 

основной и характеризующиеся промежу-

точной степенью упрочнения.  

Расчеты производились на действие 

равномерно распределенной радиальной 

реакции рельса 0,123 МН по площадке: 

вдоль оси колеса – 20 мм; в окружном 

направлении: 8,3 мм. 

Максимальные нормальные напря-

жения возникают у поверхности катания 

обода вблизи середины зоны приложения 

реакции рельса. При удалении от этой зо-

ны как вдоль поверхности катания, так и в 

глубину обода уровень напряжений сни-



42 

 

жается. Причем в базовом варианте 

напряжения убывают более круто. 

Максимальные нормальные напря-

жения сжимающие. Основной вклад в 

напряжения наиболее нагруженной обла-

сти вносят внутренние сжимающие уси-

лия, изгибающие же моменты практически 

не оказывают влияния. 

Сопоставление результатов расчета 

по базовому и опытному вариантам пока-

зало, что применение промежуточного 

упрочнения поверхности катания (опыт-

ный вариант) позволяет снизить уровень 

максимальных напряжений. Подобное 

снижение распространяется и вглубь обо-

да. При этом происходит перераспределе-

ние напряжений вдоль поверхности ката-

ния. 

 

 
Рис. 1 Эпюра напряжений в ободе у поверхности катания вдоль оси x 

Fig. 1 Diagram of stresses in the rim near the tread along the x axis 

 

 
Рис. 2 Эпюра напряжений в ободе вдоль радиуса колеса 

Fig. 2 Diagram of stresses in the rim along the radius of the wheel 
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