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Аннотация  

Проведен анализ современного состояния 

вопроса связанных с течением двухфазных (неод-

нородных, гетерогенных) жидкостей в гидротехни-

ческих и водохозяйственных системах. Целью ста-

тьи является разработка уравнений гидродинамики 

бесступенчатых двухфазных флюидов в соответ-

ствии с математическими моделями с учетом 

внешнего масса-обмена. На основе вопросов, опре-

деленных в соответствии с целью статьи, поставле-

на задача построения математической модели для 

анализа турбулентного режима вязкой жидкости с 

непрерывным изменением расхода для гидротехни-

ческих систем. 
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Abstract 

The current state of the issue related to the flow 

of two-phase (heterogeneous) liquids in hydraulic and 

water management systems is analysed. The paper ob-

jective is to develop hydrodynamic equations of infi-

nitely variable two-phase fluids in accordance with 

mathematical models taking into account external mass 

exchange. Based on the problems defined in accord-

ance with the paper objective, the task of building a 

mathematical model to analyze the turbulent mode of 

viscous fluid with a continuous flow rate change for 

hydraulic systems is set. 
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Введение 

Круг задач, связанных с течением 

двухфазных (неоднородных, гетероген-

ных) жидкостей, расход которых постоян-

но меняется в гидроустановках и техниче-

ских системах различного назначения, 

очень широк и в последнее время развива-
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ется очень интенсивно [1, 2, 3]. Примерами 

подобных систем можно рассматривать 

гидротехнические и водохозяйственные 

системы, нефтегазовая и химическая про-

мышленность, дорожное строительство, 

гидроэнергетика, ирригационные и мелио-

ративные системы, которые зависят от 

применения гидросферы и техники при 

решении соответствующих практических 

вопросов. 

В теории двухфазных флюидов во-

просы, связанные с процессами, непре-

рывно присоединяющими (или отделяю-

щими) флюиды извне, мало исследованы 

[4]. Однако такие вопросы очень часто 

встречаются в гидротехнике и системах 

водного хозяйства. 

Известно, что изучение гидродина-

мических процессов, происходящих в од-

но- и двухфазных жидкостях с непрерывно 

изменяющимся расходом, представляет 

собой весьма сложный вопрос, поскольку 

изменение расхода (массы) по ходу тече-

ния является одним из основных факторов, 

влияющих на движение двухфазной си-

стемы [4, 5, 6]. Это необходимо учитывать 

при теоретическом исследовании двухфаз-

ных жидкостей и при решении практиче-

ских задач. С этой точки зрения актуаль-

ным вопросом является вывод уравнений 

движения двухфазных флюидов, построе-

ние математических моделей, и разработка 

критериев моделирования.  

Целью статьи является разработка 

уравнений гидродинамики бесступенчатых 

двухфазных флюидов в соответствии с ма-

тематическими моделями с учетом внеш-

него масса-обмена. В соответствии с це-

лью статьи рассматриваются нижеследу-

ющие вопросы:  

- построение обобщенных уравнений 

движения двухфазных жидкостей с учетом 

внешнего и внутреннего масса-обмена; 

- разработка математической модели 

течения жидкости с плавно изменяющимся 

расходом и критериями подобия; 

- определение зависимости для от-

четности плавно-переменного расхода в 

гидроустановках. 

Постановка и решение задачи. Как 

известно из [7], течение жидкости в гид-

равлических установках, в нефте-, газо- и 

водо- масса-обменных коллекторах и дру-

гих системах могут быть ламинарным и 

турбулентным. При ламинарном режиме 

течения жидкость движется упорядоченно 

слоями. В этом режиме течения траекто-

рии частиц, составляющих жидкость, па-

раллельны друг другу и не пересекаются. 

В турбулентном течении частицы, из кото-

рых состоит жидкость, движутся неравно-

мерно, их траектории пересекаются, сме-

шиваются друг с другом и принимают 

сложную форму. Скорость, давление и т. д. 

частиц жидкости в этом регулярном пото-

ке пульсирует. 

Режим движения жидкости зависит 

от многих факторов, важнейший из кото-

рых зависит от соотношения между силой 

инерции и силой вязкости и выражается 

критерием Рейнольдса 

Re / /dp d      , 

где   – средняя скорость течения жидко-

сти; d  – диаметр трубы;   – плотность 

жидкости; ,   – кинематическая и дина-

мическая вязкости жидкости. 

В результате теоретических и экспе-

риментальных исследований установлено, 

что режимы течения жидкости зависят от 

значения Re . Таким образом, когда число 

Рейнольдса Re  меньше критического зна-

чения течения жидкости Re < Reкр, течение 

устойчиво и жидкость движется в лами-

нарном режиме. В результате скорость и 

напор потока жидкости становятся регу-

лярными. С увеличением скорости потока 

жидкости Re также увеличивается, и когда 

Re > Reкр, гидродинамические параметры 

потока сопровождаются пульсациями 

(пульсацией, вибрацией) в результате того, 

что частицы потока жидкости подвергают-

ся резкому перемешиванию жидких частиц 

в турбулентном потоке. 

Мгновенная локальная скорость c  и 

давление P  частицы жидкости определя-

ется на основе метода осреднения по вре-

мени Рейнольдса [8]: 

                       
'ccc                               (1) 

                      
'PPP                            (2) 

где Pc, , – осредненное значение мест-

ной скорости и давления (или средней ло-

кальной скорости и давления); ,c P   – ло-
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кальная скорость и пульсация давления. 

Среднее значение мгновенной ло-

кальной скорости и давления, соответ-

ствующее интервалу времени – 0t , можно 

определить как  
0

0

1
,

t t

t

c cdt
t



                            (3) 

0

0

1
.

t t

t

P Pdt
t



                          (4) 

Мгновенная локальная скорость и 

пульсация давления равны нулю в рас-

сматриваемом интервале времени – 0t , т.е. 

0
'

'

0

1
0,

t t

t

c c dt
t



                    (5) 

 

0
'

'

0

1
0.

t t

t

P P dt
t



                     (6) 

Таким образом, вместо мгновенной 

локальной скорости c  и давления P  в 

турбулентном течении жидкости берутся 

осредненные локальная скорость c  и 

осредненное давление P . 

Следует отметить, что 0
xx

cc , 

0
yy

cc , 0
zz

cc   и   0
yx

cc , 0
zy

cc  

Тогда 
0

' 2
'2

0

1
0,

t t

i

t

c c dt
t



              (7) 

0

' ' ' '

0

1
0.

t t

i j i j

t

c c c c dt
t



            (8) 

Выведем уравнения турбулентного 

режима течения жидкости с непрерывно 

меняющимся расходом, используя упомя-

нутый выше метод осреднения по времени. 

Для этого запишем систему уравнений 

движения вязкой несжимаемой жидкости 

(здесь предполагается, что скорость тече-

ния жидкости много меньше скорости зву-

ка), поэтому const   и const   следу-

ющим образом: 

– уравнение неразрывности 

,
yx z

cc c
q

x y z

 
  

  
                                                        (9) 

– уравнения динамики 

 
1

,x x x x
x y z x x x x

c c c c P
c c c F c c q c

t x y z x


    
       

     
              (10) 

 
1

,
y y y y

x y z y y y y

c c c c P
c c c F c c q c

t x y z y


    
       

     
          (11) 

 
1

,z z z z
x y z z z z z

c c c c P
c c c F c c q c

t x y z z


    
       

     
              (12) 

 – уравнение энергии 

  .x y z

T T T T
c c c a T T T q

t x y z


   
      

   
                          (13) 

 

Здесь , ,x y zc c c  – компоненты вектора 

мгновенной локальной скорости движу-

щейся жидкости; q  – удельная масса от 

движущейся жидкости; ,   – плотность 

жидкости и коэффициент кинематической 

жесткости, /    ;   – коэффициент ди-

намической вязкости жидкости; a – коэф-

фициент температуропроводности;   – 

коэффициент теплопроводности жидкости; 

vc -коэффициент изохорной теплоемкости   

(в несжимаемых средах 
pv cc  ); ,T T  – 

основная часть жидкости и связанная с ней 

(или отделенная от него) часть температу-

ры потока;   – оператор Лапласа, 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
. 

Из уравнений (9)-(13) как частный 

случай получаются существующие урав-

нения гидротермодинамики: 

– уравнение неразрывности, когда  0q   
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0














z

c

y

c

x

c zyx          (14) 
в случае   0 ccq  уравнений динамики 

– уравнения Навье-Стокса  

 

1
;x x x x

x y z x x

c c c c P
c c c F c

t x y z x

    
     

     
 

1
;

y y y y

x y z y y

c c c c P
c c c F c

t x y z y

    
     

     
                            (15) 

1
,z z z z

x y z z z

c c c c P
c c c F c

t x y z z

    
     

     
 

когда    0 TTq  уравнение энергии представляет собой уравнение Фурье-Кирхгофа 

,x y z

T T T T
c c c a T a c

t x y z

   
       

   
.                                  (16) 

Физические величины, входящие в 

систему уравнений движения (9)-(13) вяз-

кой несжимаемой жидкости Tccc zyx ,,,,  , 

обозначают мгновенную локальную ско-

рость, давление и температуру в наблюда-

емой точке пространства. Значения вели-

чин, входящих в уравнения (9)-(13), следу-

ет заменить суммой средних и пульсаций 

при турбулентном течении жидкости. То-

гда для турбулентного режима течения 

жидкости необходимо применить опера-

цию осреднения по времени во всех преде-

лах, входящих в уравнения разрыва (9), 

динамики (10)-(12) и энергии (13). 

Если провести операцию усреднения 

в уравнении неразрывности (9), то полу-

чим 

q
z

u

y

u

x

u zyx















         (17) 

или 

.
i

i

u
q

x





                      (18) 

При турбулентном течении вязкой 

несжимаемой жидкости уравнение нераз-

рывности не меняет своего вида. 

Усредним систему уравнений дина-

мики (10)-(12). Для этого, если в первом 

(проекция на ось x) уравнении динамиче-

ских уравнений (10) произвести преобра-

зования с учетом уравнения неразрывно-

сти (9), применим операцию усреднения 

по времени к каждому предел полученного 

уравнения. В результате мы получим

     
2 2 2

2 2 2

1
.x x x x

x x x y x z x x

u u u uP
u u u u u u F u q

t x y z x x y z


       
         

          

   (19) 

Если вместо мгновенных локальных величин в это уравнение записать сумму усредне-

ния и пульсации, то получим,  'x x
x x

u u
u u

t t t

 
  

  
 , где 

x
u   – среднее по времени значе-

ние, равное нулю, т.е.  0
x

u . Таким образом, 

       
2

22 22
' ' ' '2

x
x xx x x x x x x

u
u u u u u u u u u

x x x x x

           
      

, 

где,    02 ' 



xxuu

x
, потому что 0

x
u . 

Аналогично усредним остальные слагаемые, входящие в уравнение (19), 

         ' ' ' '
x y x yx y y x x yu u u u u u u u u u

y y y y z

    
   

    
, 

сюда включены   0' 



yxuu

y
  и     0' 




yx uu

y
  потому что  0,0 ''  yx uu . 

В результате получим 
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t t
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'
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 , 

 потому что,  0' xu  

2

2

2

2

y

u

y

u xx









 ;  

2

2

2

2

z

u

z

u xx









 ;  

x

P

x

P








  ;  
y

P

y

P








  ; 
z

P

z

P









 ; 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
.x x x x x x

x

u u u u u u
u

x y z x y z

       
          

        
 

Учитывая эти утверждения в уравнении (19), мы пишем 

     

     

2

' ' ' ' ' '

1x
x x y x z x xx

x x x y x y

u P
u u u u u F u q u

t x y z x

u u u u u u
x y z



    
        

     

   
   

   

                   (20) 

Если произвести аналогичные преобразования (11) и (12) в уравнениях динамики, то 

для турбулентного режима течения вязкой несжимаемой жидкости запишем 

     

     ' ' ' ' ' '

1

;

y
yx y y y z y y y

x y y y z y

u P
u u u u u u F u q u

t x y z y

u u u u u u
x y z



    
        

     

   
   

   

                      (21) 

 

     

     ' ' ' ' ' '

1

.

z
zx z y z z z z z

x z y z z z

u P
u u u u u u F u q u

t x y z z

u u u u u u
x y z



    
        

     

   
   

   

                 (22) 

Если в уравнениях динамики (20)-(22) произвести следующие преобразования 

     
2

2
x y x

x x y x z x x y

u u u
u u u u u u u u

x y z x y y

     
     

     
 

;

z x x x x
x z x y z

x y x x xz
x x y xz

u u u u u
u u u u u

z z x y z

uu u u u u
u u u u u q

x y z x y z
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      2

;

y x y
x y y y z y x y y

z y y y
z y y x y z

x y z y y y
y x y yz

u u u
u u u u u u u u u

x y z x x y

u u u u
u u u u u u

z z x y z

u u u u u u
u u u u u q

x y z x y z

     
     

     

    
     

    

      
       

      

 

     

2

.

z x z
x z y z z z x z y

y z z z z
z z x y z

x y z z z z
z x y zz

u u u
u u u u u u u u u

x y z x x y

u u u u u
u u u u u

y z x y z

u u u u u u
u u u u u q

x y z x y z

     
     

     

    
     

    

      
       

      

 

Систему уравнений турбулентного режима течения вязкой несжимаемой жидкости 

можно записать следующим образом:  

;
x y zu u u

q
x y z

  
  

  
 

 

' ' ' ' ' ' ;

x x x x
xx y z x x

x x x

x x x y x z

u u u u P
u u u F u u q

t x y z x

u u u
u u u u u u

x x y y z z



                       

          
             
          

 

 

' ' ' ' ' ' ;

y y y y
yx y z y y

y y y

x y y y z y

u u u u P
u u u F u u q

t x y z y

u u u
u u u u u u

x x y y z z



                       

          
             
          

          (23) 

 

' ' ' ' ' ' .

z z z z
zx y z z z

z x x

x z y z z z

u u u u P
u u u F u u q

t x y z z

u u u
u u u u u u

x x y y z z



                       

          
             
          

 

 

Запишем эту систему уравнений в тензорной форме 

  ' ' .

i

i

i i i
ij i i i j

j i j j

u
q

x

u u P u
u F u u q u u

t x x x x







                               

             (24) 

 

Анализ уравнений (23) или (24) пока-

зывает, что эти системы уравнений явля-

ются общей, поскольку в результате тех 

или иных упрощений уравнения гидроме-

ханики для турбулентного течения вязкой 

несжимаемой жидкости приобретают 

частный случай. Если в системе уравнений 

(23) или (24) не учитывать интенсивность 

смешивания (или отделения) массы от 

жидкости 0q  и ее импульс 
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  0i iu u q   , то выбираем уравнение 

Рейнольдса для турбулентного течения 

вязкой несжимаемой жидкости как част-

ный случай [9] 

' '

0;

.

i

i i i
ij i j

j i j j

u

x

u u P u
u F u u

i x x x x






       
                    

                      (25) 

 

Таким образом, систему уравнений 

(23) или (24) можно назвать обобщенными 

уравнениями Рейнольдса турбулентного 

режима течения вязкой несжимаемой жид-

кости с непрерывно изменяющимся расхо-

дом (массой). Пределы, входящие в дина-

мические уравнения системы (23) и (24) в 

результате осреднения во времени турбу-

лентного течения 
' '

Tij i ju u                   (26) 

где ' '

i ju u  – тензор турбулентных напряже-

ний. 

При этом турбулентные напряжения 

обладают свойством симметрии 
TjiTij   . 

С учетом выражения (26) тензор полных 

напряжений, возникающих при турбу-

лентном режиме течения вязкой несжима-

емой жидкости имеет следующий вид: 
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или 
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Запишем эти выражения в координатной форме 

' 2
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           (29) 

Здесь тремя компонентами 
' 2 ' 2 ' 2, ,x y zu u u    являются нормальные и 

' ' ' ' ,x z z xu u u u  
' ' ' ' ,x y y xu u u u  

' ' ' '

y z z yu u u u    

касательные турбулентные напряжения. 

Выражения (27)-(29) показывают, что пол-

ное касательное напряжение , создавае-

мое при турбулентном режиме течения 

вязкой жидкости 
μτ , равно сумме каса-

тельных напряжений T , создаваемых вяз-

костью, и напряжений, создаваемых тур-

булентностью:

' 'ji
ij T i i j

j i

uu
u u

x x


 
         

   

.                                     (30) 

При турбулентном течении вязкой 

жидкости, кроме скорости и давления, 

пульсирует и ее температура, т. е. 

TTT ' , где T  – средняя локальная 
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температура жидкости, 
'T – местная пуль-

сация температуры, 





0

0

1
tt

t

Tdt
t

T                 (31) 

при этом локальная пульсация 

0

' ' 0.

t t

t

T T dt



                 (32) 

С учетом этого, если усреднить по 

времени на каждом пределе уравнения 

энергии течения вязкой несжимаемой 

жидкости (13) с непрерывно меняющимся 

потоком, можно записать 

     

     ' ' ' ' ' ' .

x y z

V x y z V

T
c u T u T u T

t x y z

T c u T u T u T c T q
x y z

    
     

    

   
       

   

                 (33) 

 

Если сравнить это уравнение с урав-

нением энергии ламинарного течения 

жидкости, то можно увидеть, что при тур-

булентном течении 
'''' , TuTu yx  и 

''Tuz . Их 

называют турбулентными напряжениями, 

возникающими при теплопереносе [4,8]. 

(33) в уравнении энергии с учетом 

усредненного уравнения неразрывности 

(17) запишем 
 

' '
x y zV V x

T T T T T
c u u u c u T

t x y z x x

        
          

        

 

 ' ' ' '

V y V z V

T T
c u T c u T c T T q

y y z z


      
          
      

.                        (34) 

Это уравнение можно записать в компактной форме следующим образом с учетом по-

вторяющихся индексов. 

 ' '
jV V j V

j j j

T T T
c u c u T c T T q

t x x x


      
                  

.                         (35) 

Таким образом, с учетом изменения внешней теплоты и массы получаем систему гид-

родинамических уравнений турбулентного течения вязкой несжимаемой жидкости [6] 
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                   (36) 

 

Эти уравнения представляют собой 

дополнительные напряжения (напряжения 

Рейнольдса), 
' '

i ju u  и 
' '

V jc u T , кото-

рых генерируются в турбулентном тече-

нии. Турбулентные напряжения определя-

ются согласно гипотезе Буссинеска [9, 10]: 

' ' ;
i

i j T

j

u
u u

x


  


                                                         (37) 

' ' ,V j T

j

T
c u T

x


  


                                                         (38) 

где  ,T T   – с учетом выражений (37) и (38) турбулентной вязкости и коэффициента тепло-

проводности, в системе уравнений (36) запишем 
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                                                  (39)
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В последнем уравнении системы (39) определим   и T   и как  

T V
T

rT

c

P


    ;   ,V

r

c

P


                                                   (40) 

где PrT – турбулентное число Прандтля, принято 1 rTT PP  в результате существующих ис-

следований.  
Тогда система уравнений (39) будет иметь вид 
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                      (41) 

 
Коэффициент , входящий в систему 

уравнений (41), зависит от физико-

механических свойств жидкости, а T  – 

коэффициент динамической турбулентной 
вязкости зависит от гидродинамических 
характеристик потока жидкости. В общем 

случае T   [11]. 

Таким образом, уравнения (41) пред-
ставляют собой математическую модель 

турбулентного течения вязкой жидкости с 
плавно изменяющимся расходом. (41) в 

систему уравнений  0, 0i iq u u q     

и    0Vc T T q     если принять (т.е. в 

случае, если масса турбулентного потока 
жидкости постоянна), то получим суще-
ствующие уравнения турбулентного тече-
ния гидродинамики [12] 
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Теоретическая и практическая значимость исследования  

Полученные результаты турбулент-

ного течения вязкой жидкости с плавно 

изменяющимся расходом могут быть ис-

пользованы для решения практических за-

дач, связанных с течением двухфазных 

жидкостей. Полученные уравнения и ма-

тематические модели могут быть приме-

нены при анализе, проектировании и со-

ставлении отчетов о двухфазном потоке 

жидкости с плавно изменяющимся пото-

ком в гидравлических установках. Обоб-

щенные отчетные формулы, разработан-
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ные с учетом различных зон сопротивле-

ния и режимов течения, имеют большое 

практическое значение при конструирова-

нии различных гидротехнических 

устройств. 
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