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Аннотация 
Цель исследования - показать возможности 

матричного подхода при решении задач анализа 
структурных свойств и создания рациональных 
конструкций механизмов. 

Задача, решению которой посвящена статья, 
- определение структурных характеристик плане-
тарных механизмов с одним внешним и одним 
внутренним зацеплением и улучшение их кон-
струкций. 

Методы исследования. В работе использован 
матричный метод анализа структурных свойств 
механизма и модификации его устройства, который 
основан на описании подвижностей кинематиче-
ских пар, звеньев, кинематических цепей, механиз-
мов с помощью матриц подвижностей и использо-
вании матричных уравнений.   

Новизна работы. Предложены матричные 
уравнения, позволяющие последовательно прово-
дить структурный анализ независимых замкнутых 
контуров сложных механизмов. В отличие от ал-
гебраического метода с помощью матричного под-

хода можно не только найти местные и общие по-
движности, определить число избыточных связей, 
но и установить каких именно подвижностей не 
хватает. 

Результаты исследования. Проведенный ана-
лиз показал, что рассматриваемые планетарные 
механизмы имеют избыточные связи и подвижно-
сти в зубчатых зацеплениях, приводящие к точеч-
ному контакту зубьев и неравномерности распре-
деления нагрузки по сателлитам. Разработаны 
предложения по устранению выявленных в меха-
низмах избыточных связей. 

Выводы. Проведенное на примере планетар-
ных механизмов исследование показывает, что 
матричный метод структурного анализа - эффек-
тивное средство выявления избыточных связей и 
инструмент, упрощающий поиск технических ре-
шений для их устранения. 

Ключевые слова: кинематические пары, из-
быточные связи, метод, матрицы, подвижность, 
механизм.
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Abstract 
The study objective is to show the possibilities 

of the matrix approach in solving problems of analyz-
ing structural properties and developing efficient struc-
tures of mechanisms. 

The task to which the paper is devoted is to de-
fine the structural characteristics of planetary gears 
with one external and one internal engagement and to 
improve their structures. 
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Research methods. The paper uses a matrix 
method for analyzing the structural properties of the 
mechanism and modifying its structure, which is based 
on describing the mobility of kinematic pairs, links, 
kinematic chains, mechanisms using mobility matrices 
and the use of matrix equations.  

The novelty of the work. Matrix equations are 
proposed that make it possible to conduct a structural 
analysis of independent closed circuits of complex 
mechanisms consistently. In contrast to the algebraic 
method, using a matrix approach, it is possible not only 
to find local and general mobility, determine the num-
ber of redundant connections, but also to find which 
mobility is missing. 

Study results. The analysis showed that the 
planetary gears under consideration have redundant 
connections and mobility in the gears, leading to point 
contact of the teeth and uneven load distribution in 
planetary pinions. Proposals have been developed to 
eliminate redundant connections identified in the 
mechanisms. 

Conclusions. The study conducted on the exam-
ple of planetary gears shows that the matrix method of 
structural analysis is an effective means of identifying 
redundant connections and a tool that simplifies the 
search for technical solutions to eliminate them. 

Keywords: kinematic pairs, redundant connec-
tions, method, matrices, mobility, gear. 
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Введение 

Наличие избыточных связей в изде-

лиях машиностроения приводит к пробле-

мам при изготовлении и эксплуатации. В 

реальных конструкциях избыточные связи 

встречаются часто, поэтому в механике 

большое внимание уделяется вопросу их 

выявления и устранения. Задача разработ-

ки механизмов без избыточных связей и 

подходы к ее решению были озвучены 

профессором Л.Н. Решетовым [1] более 

пятидесяти лет назад. Исчерпывающе дан-

ная задача до сих пор не решена [2]. 

В данной работе показан матричный 

метод структурного анализа механизмов и 

создания их модификаций, не имеющих 

избыточных связей. Используя алгебраи-

ческие структурные формулы [1] не удает-

ся выявить избыточные связи и подвижно-

сти в отдельности. Они показывают их 

разность, а это может привести к ошибкам 

при поиске и выборе технических решений 

[3]. Матричный метод используется для 

исследования многоконтурных планетар-

ных механизмов. 
 

Материалы, модели, эксперименты и методы 

Матричное уравнение, предложенное 

в [4, 5], для определения структурных 

свойств (подвижностей и избыточных свя-

зей) многоконтурных механизмов удобнее 

представить в виде: 

𝑊𝑄𝑚 = 𝑊𝑚−1 + 𝑊𝑀(𝑚−1)
𝑢 + 𝐻Ʃ𝑚 − 𝑊𝑀𝑚

𝑢 − 𝑊𝑀𝑚 − 𝐹,   (1) 

где 𝑊𝑄𝑚 – матрица структурных свойств 

кинематической цепи, полученной форми-

рованием 𝑚 -го замкнутого контура, она 

содержит описание подвижностей всего 

механизма, возникающего при замыкании 

всех контуров начиная с первого, включая 

и контур с номером 𝑚, и избыточных свя-

зей в контуре под номером 𝑚; 𝑊𝑚−1 – 

матрица общих подвижностей начального 

механизма, входящего в замкнутый контур 

под номером 𝑚, которая содержит по-

движности всего начального механизма, 

полученного замыканием всех контуров 

начиная с первого, включая и контур с но-

мером (𝑚 − 1); 𝐻Ʃ𝑚 = ∑ 𝐻𝑖
𝑝𝑚

𝑖=1  – суммар-

ная матрица подвижностей в кинематиче-

ских парах, образованных вновь введен-

ными звеньями при формировании за-

мкнутого контура под номером 𝑚; 𝐻𝑖 =

|

𝑡𝑥 𝑟𝑥

𝑡𝑦 𝑟𝑦

𝑡𝑧 𝑟𝑧

| - матрица подвижностей 𝑖 -ой ки-

нематической пары, где 𝑡𝑥, 𝑡𝑦, 𝑡𝑧 – пере-

менные, равные 1 при наличии поступа-

тельных подвижностей (движений) вдоль 

осей 𝑋, 𝑌, 𝑍 и 0 в противном случае; 𝑟𝑥, 𝑟𝑦, 

𝑟𝑧 – переменные, принимающие значение 1 

при наличии вращательных подвижностей 

(движений) вокруг осей 𝑋, 𝑌, 𝑍 и значение 

0 в противном случае; 𝑝𝑚 = 𝑝1 + 𝑝2 +
 𝑝3 + 𝑝4 +  𝑝5 - число кинематических пар, 

образованных вновь введенными звеньями 

при формировании замкнутого контура 

под номером 𝑚, где 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5 - число 
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кинематических пар разных классов;

 

𝑊𝑀(𝑚−1)
𝑢  - матрица местных подвижностей 

в составе начального механизма звена 𝑢, к 

которому будут присоединены звенья, 

вновь вводимые при формировании 𝑚 -го 

замкнутого контура механизма; 𝑊𝑀𝑚
𝑢  - 

матрица местных подвижностей звена 𝑢, к 

которому присоединены звенья, введенные 

при формировании 𝑚 -го замкнутого кон-

тура механизма; при образовании замкну-

того контура таких звеньев может быть 

два; 𝑊𝑀𝑚 = ∑ 𝑊𝑀𝑗
𝑛𝑚
𝑗=1  – суммарная матри-

ца местных подвижностей звеньев, вновь 

введенных при формировании 𝑚 -го за-

мкнутого контура механизма; 𝑊𝑀𝑗 =

|

𝑤𝑀
𝑡𝑥 𝑤𝑀

𝑟𝑥

𝑤𝑀
𝑡𝑦

𝑤𝑀
𝑟𝑦

𝑤𝑀
𝑡𝑧 𝑤𝑀

𝑟𝑧

| - матрица местных подвижно-

стей 𝑗 -ого звена, где 𝑤𝑀
𝑡𝑥, 𝑤𝑀

𝑡𝑦
, 𝑤𝑀

𝑡𝑧 – пере-

менные, принимающие значение 1  при 

наличии независимых поступательных 

движений 𝑗 -го звена вдоль осей 𝑋, 𝑌, 𝑍 и 

значение 0 в противном случае; 𝑤𝑀
𝑟𝑥, 𝑤𝑀

𝑟𝑦
, 

𝑤𝑀
𝑟𝑧– переменные, принимающие значение 

1  при наличии независимых вращательных 

движений 𝑗 -го звена вокруг осей 𝑋, 𝑌, 𝑍 и 

значение 0 в противном случае; 𝑛𝑚 - число 

подвижных звеньев, вновь введенных при 

формировании 𝑚 -го замкнутого контура 

механизма; 𝐹 = |
1 1
1 1
1 1

| – единичная мат-

рица свободного замыкания контура (мат-

рица подвижностей свободного твердого 

тела); 𝑘 = 𝑝 − 𝑛 - число независимых за-

мкнутых контуров механизма, как раз-

ность общего числа его кинематических 

пар (𝑝) и числа подвижных звеньев (𝑛). 

 

Результаты 

Матрицы подвижностей кинемати-

ческих пар планетарных механизмов 

Кинематическая пара вида «цилин-

дрическое зубчатое зацепление» отнесена 

Л.Н. Решетовым к линейчатым парам [1, 

6]. Ее матрица подвижностей 𝐻 = |
1 1
0 1
1 0

|. 

При развороте одного зубчатого колеса 

относительно другого вокруг общей нор-

мали к касающимся профилям (в выбран-

ной системе координат вокруг оси 𝑌, рис. 

1) линия контакта превращается в точку. 

Такая кинематическая пара первого класса 

имеет матрицу подвижностей: 𝐻 = |
1 1
0 1
1 1

|. 

Условимся, что в рассматриваемых 

планетарных механизмах все зубчатые за-

цепления являются линейчатыми кинема-

тическими парами, но не второго, а третье-

го класса 𝐻 = |
1 1
0 0
1 0

|. Вращение вокруг 

оси 𝑌 будем считать недопустимым, по-

скольку оно меняет вид контакта звеньев. 

Реально данное движение имеет место, так 

как зубчатое зацепление допускает посту-

пательные подвижности вдоль осей 𝑋 и 𝑍 

[5].

 
Рис. 1. Зубчатое зацепление: а – как кинематическая пара второго класса, 

б – вырожденная кинематическая пара первого класса 

Fig. 1. Gearing: a – as a kinematic pair of the second class, 

 b – a degenerate kinematic pair of the first class 

 

а) б) 
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В принятой системе координат 𝑋, 𝑌, 

𝑍 матрицы подвижностей кинематических 

пар планетарных механизмов, показанных 

на приведенных ниже рисунках, имеют 

вид:

 

𝐻𝐴 = 𝐻𝐶 = 𝐻𝐵3 = 𝐻𝐵4 = 𝐻𝐵5 = |
0 1
0 0
0 0

|, 𝐻𝐸3 = 𝐻𝐸4 = 𝐻𝐷3 = 𝐻𝐷4 = |
1 1
0 0
1 0

|, 

𝐻𝐸5 = 𝐻𝐷5 = |
1 1
1 0
0 0

|. 

 

Определение структурных свойств 

вариантов планетарных механизмов 

Для планетарного механизма, приве-

денного на рис. 2, число кинематических 

пар 𝑝 = 5, число подвижных звеньев 𝑛 = 3 

и число независимых контуров 𝑘 = 𝑝 −
𝑛 = 2.

 

 

 
Рис. 2. Трехзвенный планетарный механизм 

Fig. 2. Three-link planetary mechanism 

 

 
             Рис. 3. Четырехзвенный планетарный                            Рис. 4. Пятизвенный планетарный 

                                        механизм                                                                         механизм 

               Fig. 3. Four-link planetary mechanism                             Fig. 4. Five-link planetary mechanism 

 

Пусть первый (m = I) замкнутый 

контур образован звеньями (2, 1, 3, 2). Его 

начальный механизм включает солнечное 

колесо 1 и стойку 2, W0 = HA. Уравнение 

(1) будет иметь вид: 

WQI = HA + HE3 + HD3 − WMI − F.         (2) 
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Для звена j (в нашем случае сателлит 

3) определяем наличие местных подвиж-

ностей, используя упрощенный вариант 

формулы (1) [4]: 

      WQv
Mj

= Wv−1
Mj

+ Hv
Mj

− F,          (3) 

WMj = Wv
Mj

, 

где WQv
Mj

 – матрица структурных свойств j 
-ого звена при формировании его кинема-

тическими парами v -го замкнутого конту-

ра; по определению местных подвижно-

стей она содержит подвижности звена от-

носительно связанных с ним звеньев, ко-

торые считаются неподвижными; макси-

мальное число замкнутых контуров звена 

на единицу меньше числа образованных 

им кинематических пар; Wv−1
Mj

 – матрица 

подвижностей j -ого звена при наличии 

контуров начиная с первого включая кон-

тур под номером (v − 1), при v = 1    

W0
Mj

= H0
Mj

 - матрица подвижностей пер-

вой кинематической пары j-ого звена, с 

которой начинается формирование его 

первого замкнутого контура; Hv
Mj

 – матри-

ца подвижностей кинематической пары, 

вновь введенной при формировании v -го 

замкнутого контура j-ого звена; Wv
Mj

 - мат-

рица местных подвижностей -ого звена, 

полученная из WQv
Mj

 обнулением отрица-

тельных элементов. 

Останавливаем солнечное колесо 1 и 

по формуле (3) для единственного замкну-

того контура ( v = 1) звена 3, образованно-

го двумя кинематическими парами E3 и 

D3, получим: 

𝑊𝑄1
𝑀3 = 𝑊0

𝑀3 + 𝐻𝐼
𝑀3 − 𝐹 = 𝐻𝐸3 + 𝐻𝐷3 − 𝐹, 

𝑊𝑄1
𝑀3 = |

1 1
0 0
1 0

| + |
1 1
0 0
1 0

| − |
1 1
1 1
1 1

| = |
1 1

−1 −1
1 −1

|. 

Известно [1], что одной вращатель-

ной подвижностью можно заменить одну 

отсутствующую поступательную подвиж-

ность, обозначенную в матрице отрица-

тельным значением соответствующего 

элемента. Чтобы учесть эту замену необ-

ходимо преобразовать суммарную матри-

цу. Пример выполнения такого преобразо-

вания показан ниже [5]: 

|

𝑡𝑥

𝑡𝑦

𝑡𝑧

⎾
↲  
 

𝑟𝑥

𝑟𝑦

𝑟𝑧

| → |

𝑡𝑥 𝑟𝑥 − 𝑟𝑥
𝑦

𝑡𝑦 + 𝑟𝑥
𝑦

𝑟𝑦

𝑡𝑧 𝑟𝑧

|, 

где 1y

xr  – вращательная подвижность 

вокруг оси X , используемая для замены 

отсутствующей поступательной подвиж-

ности вдоль оси Y . 

В рассматриваемом замкнутом кон-

туре вращательная подвижность звена 3 

вокруг оси 𝑋 позволяет заменить отсут-

ствующую поступательную подвижность 

вдоль оси 𝑌. Это вращательное движение 

обеспечивает введение в зацепление са-

теллита 3 с опорным колесом, являющимся 

частью стойки 2. В результате матрица 

структурных свойств звена 3 примет вид: 

 𝑊𝑄1
𝑀3 = |

1
−1
1

⎾
↲  
  

1
−1
−1

| → |
1 0
0 −1
1 −1

|. Обнулим отрицательные элементы 𝑊1
𝑀3 = |

1 0
0 0
1 0

| и 

𝑊𝑀𝐼 = 𝑊𝑀𝐼
3 = 𝑊𝑀3 = 𝑊1

𝑀3 = |
1 0
0 0
1 0

|.      (4) 

Матрицы местных подвижностей 

остальных звеньев нулевые. Подставив в 

уравнение (2) соответствующие матрицы, 

получим матрицу структурных свойств 

кинематической цепи, возникшей при за-

мыкании первого контура. В рассматрива-

емом замкнутом контуре вращательная 

подвижность вокруг оси 𝑋 позволяет заме-

нить отсутствующую поступательную по-

движность вдоль оси 𝑌. В результате мат-

рица структурных свойств примет вид:
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𝑊𝑄𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

| + |
1 1
0 0
1 0

| + |
1 1
0 0
1 0

| − |
1 0
0 0
1 0

| − |
1 1
1 1
1 1

| = |
0

−1
0

⎾
↲  
  

2
−1
−1

| → |
0 1
0 −1
0 −1

|.  (5) 

Она позволяет выявить в рассматри-

ваемой кинематической цепи общие и 

групповые подвижности (элементы со зна-

ком плюс) и, отдельно, избыточные связи 

(элементы со знаком минус). Элементы 

матрицы показывают, какие именно по-

движности и избыточные связи имеются в 

механизме, а не только фиксируют их ко-

личество. С учетом местных подвижностей 

по алгебраической формуле мы установим, 

что подвижность данной кинематической 

цепи равна1. 

Механизм, полученный формирова-

нием первого замкнутого контура, имеет 

одну степень свободы (вращение вокруг 

оси 𝑋) и две избыточные связи, вызванные 

отсутствием вращательных подвижностей 

вокруг осей 𝑌 и 𝑍. Они приводят к нерав-

номерности распределения нагрузки по 

длине зуба. Пусть в одном из зубчатых за-

цеплений контакт линейчаты й и мат-

рица подвижности этого зацепления 

|
1 1
0 0
1 0

|, а во втором точечный с матрицей: 

|
1 1
0 1
1 1

|. Местные подвижности звена 3 не 

изменятся, а в соответствии с (2) получим: 

𝑊𝑄𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

| + |
1 1
0 0
1 0

| + |
1 1
0 1
1 1

| − |
1 0
0 0
1 0

| − |
1 1
1 1
1 1

| = |
0

−1
0

⎾
↲  
  

2
0
0

| → |
0 1
0 0
0 0

|. 

Как видим, в итоговой матрице от-

сутствуют отрицательные элементы, а это 

означает, что избыточных связей нет. Зна-

чит, выявленные избыточные связи перво-

го контура приводят к нарушению харак-

тера контакта лишь в одном зацеплении. В 

нем контакт в точке, в другом зацеплении 

контакт по линии. 

Избыточные связи, возникшие в за-

мкнутом контуре нельзя устранить по-

движностями кинематических пар, входя-

щих в другие контуры. Подвижности же 

контура влияют на структурные свойства 

кинематических цепей, образованных при-

соединением вновь вводимых звеньев. По-

этому в отличие от избыточных связей по-

движности, имеющиеся в контуре, должны 

быть учтены на следующих этапах струк-

турного анализа. 

Обнулением отрицательных элемен-

тов превращаем матрицу (5) структурных 

свойств замкнутой кинематической цепи в 

матрицу ее подвижностей: WI = |
0 1
0 0
0 0

|. 

Аналогично, обнуляя положительные эле-

менты, получаем матрицу избыточных 

связей первого замкнутого контура меха-

низма: 

                          QI = |
0 0
0 −1
0 −1

|.             (6) 

Второй замкнутый контур возникает 

при добавлении водила h. При этом обра-

зуются две вращательные кинематические 

пары C и B3. Они связывают водило с зве-

ньями 2 и 3. Последнее из них имеет в со-

ставе первого контура местные подвижно-

сти, которые должны быть учтены при ис-

следовании второго контура. Уравнение 

(1) для него будет иметь вид: 

WQII = WI + WMI
3 + HB3 + HC − WMII

3 −
WMII − F                       (7) 

Местные подвижности 3-го звена 

(u = 3) в составе первого контура приве-

дены в (4), а во втором контуре они отсут-

ствуют. Вновь веденное водило местных 

подвижностей не имеет. Определяя струк-

турные свойства механизма, полученного 

замыканием второго контура, опускаем 

матрицы, содержащие только нулевые 

элементы. Для компенсации отсутствую-

щей поступательной подвижности вдоль 

оси Y, можно использовать вращательную 

подвижность водила вокруг оси X, поэто-

му:
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𝑊𝑄𝐼𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

| + |
1 0
0 0
1 0

| + |
0 1
0 0
0 0

| + |
0 1
0 0
0 0

| − |
1 1
1 1
1 1

| = |
0

−1
0

⎾
↲  
  

2
−1
−1

| → |
0 1
0 −1
0 −1

|. 

Преобразуем матрицу структурных 

свойств в матрицу подвижностей трех-

звенного механизма 𝑊𝐼𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

| и матри-

цу избыточных связей второго контура: 

𝑄𝐼𝐼 = |
0 0
0 −1
0 −1

|.   (8) 

В соответствии с (6) и (8) планетар-

ный механизм по рис. 2 имеет 4 избыточ-

ные связи: 𝑄𝐼 + 𝑄𝐼𝐼 = |
0 0
0 −2
0 −2

|. Эти связи 

приводят к неравномерности нагрузки по 

длине зуба и во втором зубчатом зацепле-

нии сателлита 3. В нем вместо контакта по 

линии будет контакт в точке. Пусть в обо-

их зацеплениях сателлита 3 контакт в точ-

ке |
1 1
0 1
1 1

|. Тогда по (3) 𝑊𝑀𝐼 = 𝑊𝑀𝐼
3 =

|
1 0
0 1
1 1

| и в соответствии с (2) полу-

чим: 𝑊𝑄𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

|. Согласно (7) 𝑊𝑄𝐼𝐼 =

|
0

−1
0

⎾
↲  
  

2
0
0

| → |
0 1
0 0
0 0

|. Избыточные связи ис-

чезли. Это значит, что в механизме по рис. 

2 контакт зубьев в зацеплениях происхо-

дит по точке, а не по линии. Для исключе-

ния кромочного контакта проще всего вы-

полнить зуб сателлита 3 с бочкообразным 

продольным профилем. 

Компенсировать четыре избыточных 

связи, возникающие при линейчатом кон-

такте зубьев, можно заменой вращатель-

ной кинематической пары сателлита 3 на 

сферическую пару и введением еще одного 

подвижного звена. Опорное зубчатое коле-

со нужно связать со стойкой кинематиче-

ской парой четвертого класса, допускаю-

щей только вращательные подвижности 

вокруг осей 𝑌 и 𝑍. 

Перейдем к механизму по рис. 3. Рас-

сматриваем его, как механизм по рис.2 

(начальный механизм) с вновь введенным 

вторым сателлитом 4. Число кинематиче-

ских пар 𝑝 = 8, число подвижных звеньев 

𝑛 = 4 и 𝑘 = 4. 

Третий замкнутый контур получается 

добавлением сателлита 4 (рис. 3) к началь-

ному механизму. Для этого образуются две 

кинематические пары 𝐷4 и 𝐸4, которые 

связывают вновь введенное звено с звень-

ями 1 и 2 начального механизма, не име-

ющими местных подвижностей. Легко по-

казать, что вновь введенный сателлит 4 

имеет такие же местные подвижности, как 

и сателлит 3 в первом замкнутом контуре 

(4): 

𝑊𝑀𝐼𝐼𝐼 = 𝑊𝑀𝐼𝐼𝐼
4 = 𝑊𝑀4 = |

1 0
0 0
1 0

|. (9) 

Для третьего контура уравнение (1) 

будет иметь вид: 

 

𝑊𝑄𝐼𝐼𝐼 = 𝑊𝐼𝐼 + 𝐻𝐷4 + 𝐻𝐸4 − 𝑊𝑀𝐼𝐼𝐼 − 𝐹.   (10) 

Матрица структурных свойств кине-

матической цепи, полученной замыканием 

третьего контура, с учетом (9) и замены 

отсутствующей поступательной подвиж-

ности вращательной, будет иметь вид: 

 

𝑊𝑄𝐼𝐼𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

| + |
1 1
0 0
1 0

| + |
1 1
0 0
1 0

| − |
1 0
0 0
1 0

| − |
1 1
1 1
1 1

| = |
0

−1
0

⎾
↲  
  

2
−1
−1

| → |
0 1
0 −1
0 −1

|. 

Матрицы подвижностей и избыточных связей: 𝑊𝐼𝐼𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

|, 𝑄𝐼𝐼𝐼 = |
0 0
0 −1
0 −1

|. 

Так же, как и для сателлита 3, избы-

точные связи приводят к тому, что одно из 

двух зацеплений, образованных введен-

ным сателлитом 4, имеет контакт в точке, а 

второе по линии. Всего в образованной 

тремя контурами кинематической цепи 

шесть избыточных связей 
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 𝑄𝐼 + 𝑄𝐼𝐼 + 𝑄𝐼𝐼𝐼 = |
0 0
0 −3
0 −3

|. 

Четвертый контур замыкаем соеди-

нением сателлита 4 с водилом кинематиче-

ской парой 𝐵4. При анализе структурных 

свойств этой кинематической цепи нужно 

учесть местные подвижности (9) звена 4 в 

начальном механизме. При замыкании 

четвертого контура сателлит 4 теряет свои 

местные подвижности и матрица 𝑊𝑀𝐼𝑉
4  со-

держит только нулевые элементы. Новые 

звенья не вводятся, поэтому уравнение (1) 

представим в виде: 

 

𝑊𝑄𝐼𝑉 = 𝑊𝐼𝐼𝐼 + 𝑊𝑀𝐼𝐼𝐼
4 + 𝐻𝐵4 − 𝑊𝑀𝐼𝑉

4 − 𝐹   (11) 

Заменить вращательной подвижно-

стью вокруг оси X  отсутствующую по-

ступательную подвижность вдоль оси Y  

невозможно. Остановим солнечное зубча-

тое колесо 1. В этом случае 𝑊𝐼𝐼𝐼 = |
0 0
0 0
0 0

| и 

из (11) получим 𝑊𝑄𝐼𝑉 = |
0 0

−1 −1
0 −1

|. Заме-

нить отсутствующую поступательную по-

движность нечем. В предыдущих контурах 

при остановке солнечного колеса сохраня-

ется вращательная подвижность, которая 

может быть использована для компенса-

ции отсутствующей поступательной по-

движности. С учетом этого для механизма 

по рис. 3 из (11) получим: 

 

𝑊𝑄𝐼𝑉 = |
0 1
0 0
0 0

| + |
1 0
0 0
1 0

| + |
0 1
0 0
0 0

| − |
1 1
1 1
1 1

| = |
0 1

−1 −1
0 −1

|, (12) 

𝑊𝐼𝑉 = |
0 1
0 0
0 0

|, 

𝑄𝐼𝑉 = |
0 0

−1 −1
0 −1

|.                           (13) 

Введение сателлита 4 привело к по-

явлению еще пяти избыточных связей 

QIII + QIV = |
0 0

−1 −2
0 −2

|. В целом планетар-

ный механизм по рис. 3 имеет в четырех 

контурах девять избыточных связей: 

 QI+QII + QIII + QIV = |
0 0

−1 −4
0 −4

|. Измене-

ние класса кинематической пары B4 с пя-

того на третий (сферическая) добавит 

только две дополнительные подвижности. 

Поэтому одно из двух зубчатых зацепле-

ний сателлита 4 будет точечным, а не ли-

нейчатым. Целесообразно оба сателлита 3 

и 4 выполнить с бочкообразным продоль-

ным профилем зубьев и использовать 

только вращательные кинематические па-

ры. 

Перейдем к механизму по рис. 4, по-

лученному в результате присоединения 

сателлита 5 к начальному механизму, при-

веденному на рис. 3. Число кинематиче-

ских пар p = 11, число подвижных звеньев 

n = 5 и k = 6. 

Пятый замкнутый контур образован 

добавлением сателлита 5, соединенного 

кинематическими парами E5 и D5 с звень-

ями 1 и 2 начального механизма. 

Сателлит 5 в составе пятого контура 

тоже будет иметь две поступательных 

местных подвижности. По формуле (3) по-

лучим:

𝑊𝑀𝑉 = 𝑊𝑀𝑉
5 = 𝑊𝑀5 = |

1 0
1 0
0 0

|.    (14) 

Матрицы местных подвижностей 

остальных звеньев нулевые. Для пятого 

контура уравнение (1) будет иметь вид: 

    𝑊𝑄𝑉 = 𝑊𝐼𝑉 +
𝐻𝐷5 + 𝐻𝐸5 − 𝑊𝑀𝑉 − 𝐹.          (15) 
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Матрицы подвижностей и избыточ-

ных связей кинематической цепи, полу-

ченной замыканием пятого контура: 𝑊𝑉 =

|
0 1
0 0
0 0

|, 𝑄𝑉 = |
0 0
0 −1
0 −1

|. Кинематическая 

цепь имеет 11 избыточных связей 

 𝑄𝐼+𝑄𝐼𝐼 + 𝑄𝐼𝐼𝐼 + 𝑄𝐼𝑉 + 𝑄𝑉 = |
0 0

−1 −5
0 −5

|. 

В шестом замкнутом контуре са-

теллит 5 соединен с водилом вращатель-

ной кинематической парой. Формула (1) 

будет иметь вид: 

 

𝑊𝑄𝑉𝐼 = 𝑊𝑉 + 𝑊𝑀𝑉
5 + 𝐻𝐵5 − 𝑊𝑀𝑉𝐼

5 − 𝐹.   (16) 

С учетом местных подвижностей 

(14), которые сателлит 5 имеет в пятом 

контуре, и отсутствием у него таковых в 

шестом, определяем матрицу структурных 

свойств механизма по рис. 4, которую пре-

образуем в матрицу его подвижностей 

𝑊𝑉𝐼 = |
0 1
0 0
0 0

| и матрицу избыточных свя-

зей шестого контура: 

                𝑄𝑉𝐼 = |
0 0
0 −1

−1 −1
|.           (17) 

Избыточные связи, возникшие при 

установке сателлита 5, аналогичны избы-

точным связям сателлита 4. В целом пла-

нетарный механизм по рис. 4 имеет в сво-

их замкнутых контурах 14 избыточных 

связей  𝑄𝐼+𝑄𝐼𝐼 + 𝑄𝐼𝐼𝐼 + 𝑄𝐼𝑉 + 𝑄𝑉 + 𝑄𝑉𝐼 =

|
0 0

−1 −6
−1 −6

|. Эти избыточные связи будут 

иметь место при линейчатом контакте во 

всех его зубчатых зацеплениях. Шесть из 

найденных избыточных связей являются 

фиктивными, вызванными отнесением 

зубчатых зацеплений к третьему классу, а 

не второму. 

Из полученных результатов следует, 

что для обеспечения линейчатого контакта 

зубьев в зацеплениях мало устранения из-

быточных связей. Необходимо ввести еще 

шесть вращательных подвижностей, дуб-

лирующих подвижности, имеющиеся в са-

мом зацеплении и приводящие к наруше-

нию линейчатого контакта зубьев. Дей-

ствующие на звенья силы будут способ-

ствовать линейчатому контакту в зацепле-

ниях за счет введенных дополнительных 

подвижностей. Примеры таких решений 

приведены в [1] на рис. 5.13 и рис. 5.14. 

Оценим возможность осуществления 

таких дополнительных изменений для реа-

лизации линейчатых контактов во всех 

зубчатых зацеплениях пятизвенного пла-

нетарного механизма с тремя сателлитами. 

Введение третьего сателлита приводит к 

появлению дополнительных пяти избы-

точных связей  𝑄𝑉 + 𝑄𝑉𝐼 = |
0 0
0 −2

−1 −2
|. При 

этом только одна кинематическая пара 𝐵5 

из трех добавленных может быть изменена 

с понижением класса. Заменив ее класс с 

пятого на третий (сферическая), получим 

только две дополнительные подвижности. 

Для исключения четырех избыточных свя-

зей, вызванных отсутствием вращательных 

подвижностей, этого недостаточно. Таким 

образом, и в пятизвенном планетарном ме-

ханизме с тремя сателлитами целесообраз-

нее использовать сателлиты с бочкообраз-

ным продольным профилем зубьев, сохра-

нить вращательные опоры подвижных зве-

ньев и не усложнять конструкцию непо-

движного опорного колеса, вводя две вра-

щательные подвижности. 

Устранение избыточных связей в 

планетарных механизмах. В качестве пер-

вого шага по устранению избыточных свя-

зей планетарного механизма по рис. 4 

предположим, что зубья всех трех сател-

литов имеют бочкообразный продольный 

профиль и все зубчатые зацепления явля-

ются кинематическими парами первого 

класса с матрицами подвижностей: 𝐻𝐸3 =

𝐻𝐸4 = 𝐻𝐷3 = 𝐻𝐷4 = |
1 1
0 1
1 1

|, 𝐻𝐸5 = 𝐻𝐷5 =

|
1 1
1 1
0 1

|. 

Воспользовавшись уравнениями (2), 

(7), (10), (11), (15) и (16) можно убедиться, 

что избыточные связи в замкнутых конту-

рах механизмов, вызванные отсутствием 
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вращательных подвижностей, исчезли, а 

сохранились лишь две из них, связанные с 

отсутствием поступательных подвижно-

стей. Одна в четвертом контуре (см. (13)): 

𝑄𝐼𝑉 = |
0 0

−1 0
0 0

|,    (18) 

вторая в шестом (см. (17)) 𝑄𝑉𝐼 = |
0 0
0 0

−1 0
|. 

Они возникают при соединении са-

теллитов 4 и 5 с водилом. Достаточно 

найти решение, позволяющее ввести по-

ступательную подвижность, для сателлита 

4 в четвертом замкнутом контуре меха-

низмов по рис. 3 и рис. 4. Оно может быть 

использовано и для сателлита 5. 

Решаем задачу для сателлита 4. При-

нимаем, что в четвертом контуре нет из-

быточной связи, вызванной отсутствием 

поступательной подвижности вдоль оси 𝑌. 

Тогда матрица структурных свойств меха-

низма по рис. 3 (см. (12)) должна иметь 

вид 𝑊𝑄𝐼𝑉 = |
0 1
0 0
0 0

|. Найдем требуемые 

подвижности кинематической пары 4B  

преобразовав уравнение (11) и учитывая, 

что матрица 𝑊𝑀𝐼𝑉
4  содержит только нуле-

вые элементы, а в соответствии с (3) ана-

логичная матрица в третьем контуре не 

нулевая 𝑊𝑀𝐼𝐼𝐼
4 = |

1 0
0 1
1 1

|: 

𝐻𝐵4 = 𝑊𝑄𝐼𝑉 + 𝐹 − 𝑊𝐼𝐼𝐼 − 𝑊𝑀𝐼𝐼𝐼
4 . 

Требуемая матрица подвижности: 

 

𝐻𝐵4 = |
0 1
0 0
0 0

| + |
1 1
1 1
1 1

| − |
0 1
0 0
0 0

| − |
1 0
0 1
1 1

| = |
0 1
1 0
0 0

|.  (19) 

Поступательные подвижности могут 

быть заменены вращательными. Эта заме-

на используется для преобразования ито-

говой матрицы в выражении (19). Из нее 

получим два возможных варианта матрицы 

подвижностей кинематической пары 
4B :

 

𝐻𝐵4 = |
0
1
0

   ↱ ⎾
⊣ 
  ↳

1
0
0

| → {|
0 2
0 0
0 0

| , |
0 1
0 0
0 1

|}.    (20) 

Дополнительное вращательное дви-

жение сателлита 4 должно обеспечивать 

перемещение его центра вдоль оси 𝑌 (18). 

Для этого ось дополнительного вращения 

не должна проходить через центр сателли-

та. Наиболее просто подвижности, требуе-

мые в соответствие с (20), реализуются 

рычагом 6, связанным вращательными ки-

нематическими парами 𝐵4
′  и 𝐵4

′′ с водилом 

и пассивным сателлитом 4 [7] (рис. 6). В 

[7] сателлит 3, непосредственно связанный 

с водилом, называется основным. 

Таким образом, согласно (20) воз-

можны два варианта конструкции, причем 

вращательная кинематическая пара 𝐵4
′′ 

должна допускать вращение сателлита 4 

вокруг оси 𝑋. В свою очередь, пара 𝐵4
′   

может допускать вращения вокруг оси па-

раллельной оси 𝑋 или оси 𝑍: 

 

𝐻𝐵4′ + 𝐻𝐵4′′ = |
0 1
0 0
0 0

| + |
0 1
0 0
0 0

| = |
0 2
0 0
0 0

| и 𝐻𝐵4′ + 𝐻𝐵4′′ = |
0 0
0 0
0 1

| + |
0 1
0 0
0 0

| = |
0 1
0 0
0 1

|. 
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          Рис. 6. Реализация дополнительной                                          Рис. 7. Полученная В и требуемая Е  

вращательной подвижности с помощью рычага 6                      траектории перемещения центра сателлита 4 

         Fig. 6. Realization of additional mobility                                       Fig. 7. The obtained B and required E 

                     by means of a lever 6                                                      trajectory of the satellite 4 center movement 

 

Для выравнивания нагрузки само-

установка пассивных сателлитов должна 

происходить в процессе их естественного 

движения, определяемого кинематикой 

планетарного механизма. Для сателлита 4 

этим движением является вращение его 

вокруг полюса зацепления с опорным ко-

лесом 2. Будем считать, что обозначение 

кинематической пары 𝐷4 определяет и по-

люс зацепления. При этом сам полюс 𝐷4 

перемещается по начальной окружности 

опорного зубчатого колеса 2. Эти два дви-

жения приводят к перемещению центра 

сателлита по окружности, центр которой 

расположен на основной оси планетарной 

передачи, т.е. по траектории 𝐸 (рис. 7). В 

соответствии с (18) для сателлита 4 необ-

ходимо ввести поступательное движение 

вдоль оси 𝑌. Подвижность, создаваемая 

дополнительным рычагом 6, должна спо-

собствовать этому движению. Однако, 

конструкция, показанная на рис. 6 и рис. 7, 

обеспечивает движение центра сателлита 

по траектории 𝐵 (рис. 7), что соответствует 

поступательному движению вдоль оси 𝑍. 

Значит, введенная подвижность приводит, 

в основном, к изменению межосевых рас-

стояний зубчатых зацеплений планетарной 

передачи. Таким образом, техническое ре-

шение, приведенное в [7], не обеспечивает 

эффективное решение задачи самоуста-

новки пассивных сателлитов. Обеспечить 

поступательное перемещение точки, явля-

ющейся центром сателлита, вдоль оси 𝑌 

может, например, четырехзвенный рычаж-

ный механизм, возможный вариант кото-

рого показан на рис. 8. 

 
Рис. 8. Схема механизма с самоустановкой пассивных сателлитов  

при поступательном движении 

Fig. 8. Scheme of the mechanism with self-installation  

of passive satellites due to translation motion 
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С водилом шарнирно связанны ша-

туны 6, 7, 8 и 9. Дополнительные шатуны 

10 и 11 шарнирно соединены с шатунами 

6, 7 и 8, 9, соответственно. В шатунах 10 и 

11 установлены пассивные сателлиты 4 и 

5. Сателлиты 4 и 5 самоустанавливаются 

относительно звеньев 1 и 2 перемещаясь 

преимущественно в направлении перпен-

дикулярном прямой, соединяющей центры 

зацепляющихся зубчатых колес. Эта тра-

ектория перемещения центра вращения 

сателлита показана отрезком 𝐸 на фиг. 7. 

Четвертый и последующие сателлиты мо-

гут аналогично соединяться с централь-

ными звеньями механизма. Предложенное 

техническое решение применимо и для 

планетарных передач с двумя внешними 

или с двумя внутренними зацеплениями. 

Вариант планетарного механизма, пока-

занный на рис. 6 и рис. 7, может использо-

ваться только для передачи с одним внеш-

ним и одним внутренним зацеплением. 

Конструкции аналогичных планетарных 

передач, приведенные в [8], очень сложны. 

 

Заключение 

1. Матричный метод структурного 

анализа упрощает решение задачи опреде-

ления и устранения избыточных связей в 

механизмах. В отличии от алгебраического 

метода он позволяет определить имеющи-

еся подвижности звеньев и не только 

найти число избыточных связей, но и 

установить каких именно подвижностей не 

хватает для их устранения. 

2. Для обеспечения линейчатого кон-

такта зубьев в зацеплении необходимо не 

только устранить избыточные связи, обу-

словленные отсутствием необходимых 

вращательных подвижностей, но и нейтра-

лизовать действие вращательной подвиж-

ности самого зубчатого зацепления, при-

водящей к изменению линейчатого кон-

такта на точечный. Для это можно исполь-

зовать введение одноименных нейтрализу-

емым дублирующих подвижностей для за-

цепляющихся колес. Действующие на зве-

нья силы будут способствовать линейча-

тому контакту в зацеплениях. Однако дан-

ные решения существенно усложняют 

конструкцию планетарных механизмов. 

3. Наиболее простой путь для обес-

печения отсутствия кромочного контакта 

во всех зубчатых зацеплениях планетарно-

го механизма – выполнение одного колеса 

в каждом зубчатом зацеплении с бочкооб-

разным продольным профилем зубьев. Та-

кой профиль могут иметь, например, зубья 

солнечного и опорного колес, а в случае 

одновенцового сателлита только его зубья. 

Данное техническое решение применимо 

при любом числе сателлитов. 

4. Для более равномерного распреде-

ления нагрузки по сателлитам недостаточ-

но устанавливать пассивные сателлиты на 

дополнительных рычагах. Рычаги дают 

перемещение, изменяющее, в основном, 

межосевые расстояния в зубчатых зацеп-

лениях. В предложенном техническом ре-

шении самоустановка происходит за счет 

поступательного перемещения сателлитов 

параллельно касательным в полюсе зацеп-

ления к начальной окружности солнечного 

колеса. 

5. Выполнение зубьев сателлитов с 

бочкообразным продольным профилем и 

использование рычажных механизмов для 

соединения каждого пассивного сателлита 

с водилом позволяет строить рациональ-

ные планетарные механизмы с разным 

числом сателлитов. 
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