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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕФОРМИРОВАНИЯ ПЛОСКИХ 
РАМ СТАЛЬНЫХ КАРКАСОВ ЗДАНИЙ ПРИ ВОЗНИКНОВЕНИИ АВАРИЙНЫХ 

СИТУАЦИЙ В ВИДЕ ЛОКАЛЬНЫХ РАЗРУШЕНИЙ 
 
Приведен разработанный алгоритм конечно-

элементного моделирования в геометрически и фи-
зически нелинейной постановке динамики плоских 
стальных рам в условиях возникновения локальных 
повреждений при аварийных ситуациях. Рассмот-
рены условия разрушения отдельных опорных уз-
лов конструкции и локальные разрушения стоек 
второго этажа. Приведены схемы деформирования 

и места образования пластических шарниров при 
достижении максимальных значений вертикальных 
перемещений. 
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MATHEMATICAL MODELING OF BUILDING STEELWORK FLAT FRAME  

DEFORMATION AT EMERGENCY OCCURRENCE AS LOCAL DESTRUCTION  
 

An algorithm for finite element modeling in a 
geometrically and physically nonlinear setting of flat 
steel frames under conditions of local damages at 
emergencies is developed. A computer procedure is 
formed on the basis of Newmark method by means of 
the formation at each stage in the integration of equili-
brium equations of a discrete structure at a deformed 
state taking into account a tangent of a stiffness matrix 
and a stability matrix. The elasto-plastic behavior of 
materials with the use of the condition of the possibility 
of plastic joint formation is taken into account. The 
simulation of a bearing system state at the moment of a 
local damage is carried out with the aid of dynamic 
relaxation.      

A numerical integration is carried out without 

realization of inner cycles of nonlinear problem solu-
tions which ensures the efficient functioning of an ite-
ration procedure. On the basis of the algorithm offered 
the durability of a three-span steel frame of a building 
framework is under investigation. Frame bearing ca-
pacity increase with the aid of a girder of cover is fore-
seen. Destruction conditions of separate supporting 
units of a structure and local destructions of the second 
storey posts are under consideration. The diagrams of 
deformation and areas of the plastic joint formation at 
obtaining maximum values of vertical displacement are 
shown.  

Key words: flat steel frames, emergencies, 
emergencies, local destructions, dynamics, geometrical 
nonlinearity, physical nonlinearity. 

 
Введение 

Проблема обеспечения живучести 
строительных систем при воздействиях, не 
предусмотренных условиями нормальной 
эксплуатации объектов, в последнее время 
приобретает особую актуальность [1-4]. 
Это связано с участившимися аварийными 
ситуациями, которые в ряде случаев при-
водят к обрушениям зданий и сооружений 
или их частей. В работах [5-8] рассматри-
ваются энергетические подходы к оценке 
динамических догружений конструктив-
ных систем при возможных локальных по-
вреждениях без подробного изучения по-
ведения объектов во времени. В ряде работ 
[9-12] выполняются более подробные ис-
следования в динамической постановке 

строительных объектов при аварийных си-
туациях, для чего используются широко-
универсальные пакеты конечноэлементно-
го анализа. В этих пакетах численное ин-
тегрирование дифференциальных уравне-
ний, описывающих динамические задачи 
при больших деформациях и перемещени-
ях, обычно предусматривает реализацию 
вложенных циклов решения нелинейных 
задач. В частности, для этой цели приме-
няется метод Ньютона - Рафсона. Во мно-
гих случаях такие двухуровневые схемы 
могут приводить к существенным пробле-
мам обеспечения сходимости итерацион-
ного процесса. В настоящей работе пред-
ставляется одноуровневый итерационный 
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алгоритм решения динамической нелиней-
ной задачи применительно к анализу мето-
дом конечных элементов деформирования 
плоских стальных рам в условиях локаль-
ных повреждений. Рассматривается моди-

фикация метода Ньюмарка на основе фор-
мирования уравнений равновесия нели-
нейных конечноэлементных моделей в от-
клоненном состоянии. 

 
Алгоритм решения задачи 

Исследуем динамическое поведение 
несущей системы стальной рамы с учетом 
геометрической и физической нелинейно-
стей при локальных разрушениях. Полага-
ем, что происходит воздействие на раму, 
приводящее к внезапному выключению из 
работы одной или нескольких связей. Не-
обходимо определить зависящую от вре-
мени t вектор-функцию { }U  обобщенных 
узловых перемещений, отсчитываемых от 
недеформированного состояния конструк-
ции. При этом для деформируемой систе-

мы с мгновенно удаленными в некоторый 
момент времени *tt =  связями могут быть 
использованы начальные условия 
{ } { } { } 0*)(;**)( == tUUtU  , где { }*U  – век-

тор обобщенных узловых перемещений, 
полученных при расчете неповрежденной 
конструкции в статической постановке. 

В соответствии с принципом Далам-
бера запишем систему уравнений динами-
ческого равновесия конечноэлементной 
модели объекта в виде 

                               

                                { } { }( ){ } { } { }( ){ } { }( ){ } { }( ){ } 0,, =+++Φ UQUTUULUU 
                                     (1) 

где { } { }( ){ }UU ,Φ , { } { }( ){ }UUL , , { }( ){ }UT , 
{ }( ){ }UQ  - соответственно векторы 

приведенных к узлам сил инерции, сил 
вязкого сопротивления, реакций конечных 
элементов и внешних сил, выражаемые 
через перемещения, скорости и ускорения 
узлов. 

Как показывают расчеты, при 
численном интегрировании уравнений (1) 
непосредственный учет начальных 
условий при *tt =  может приводить к 
неустойчивости процесса решения 
нелинейной динамической задачи. Для 
устранения этой проблемы целесообразно 
отразить состояние системы в момент 
локального разрушения методом 
динамической релаксации. Полагаем, что 
от действия нормативных нагрузок до 
возникновения аварийной ситуации 
конструкция может рассчитываться в 
линейной постановке. Предусматриваем 
расчет объекта с устраненными связями 
для *0 tt ≤≤ при нулевых начальных 
условиях. При этом дополнительно 

должны быть введены реакции, найденные 
в отбрасываемых связях при анализе в 
статической постановке исходного 
объекта. При достижении необходимой 
степени затухания эти реакции 
приравниваются к нулю, после чего 
непосредственно решается задача для 
аварийной ситуации при *tt ≥ . Такой 
подход позволяет моделировать состояние 
объекта в момент мгновенного удаления 
разрываемых связей по перемещениям, 
скоростям и ускорениям. 

Будем использовать для численного 
интегрирования предпосылку метода 
Ньюмарка о постоянных значениях 
ускорений на каждом шаге решения задачи 
[13]. Для пошагового описания поведения 
объекта получим зависимость касательной 
матрицы жесткости [ ]τeK  конечного 
элемента в деформированном состоянии 
системы. Согласно теории метода 
конечных элементов [14], можно записать:

 

{ } [ ] { } [ ] { }dVed

eV

T
eBdVe

T

eV
eBdeTd σσ ~~~

∫−∫−= , (2) 

где d~  - обозначение дифференциала характеристик напряженно-
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деформированного состояния объекта; 
{ }eT , [ ]eB , { }eσ  - соответственно вектор 

действующих на узлы реакций, матрица 
деформаций и вектор обобщенных 

напряжений для конечного элемента e; V - 
объем конечного элемента. 

Первый интеграл в уравнении (2) 
можно представить таким образом: 

 

[ ] { } [ ] { }eUdeKdVe
T

eV
eBd ~ ~

σσ =∫ , (3) 

где [ ]σeK  - матрица начальных 

напряжений (геометрическая матрица). 
Для второго интеграла принимаем [ ] [ ]eoBeB = , где [ ]eoB  - матрица, 

определяющая бесконечно малые 
деформации в отклоненном состоянии. 
Тогда

 

[ ] { } [ ] { }eUdeoKdVed

eV

T
eB ~ ~

=∫ σ , (4) 

где [ ]eoK  - построенная для данного 

состояния матрица жесткости при 
бесконечно малых деформациях конечного 

элемента с учетом касательных модулей 
упругости материала. 

 

[ ] [ ] [ ][ ]dVeoBeDT

eV
eоBeoK   τ∫= , (5) 

 
где

 
[ ]τeD  - касательная матрица упругости. 

Учитывая уравнения (2)-(5), имеем 
 

[ ] [ ] [ ]στ eKeoKeK += .  

На основании матриц [ ]τeK  может 

быть сформирована соответствующая 
касательная матрица [ ]τK  для 

конечноэлементной модели системы в 

целом. 
В соответствии с процедурой метода 

конечных элементов [14] принимаем 

 
{ } { }( ){ } { }( )[ ]{ }UUMUU  −=Φ , , { } { }( ){ } { }( )[ ]{ }UUCUUL  −=, , (6) 

  

где { }( )[ ]UM , { }( )[ ]UC  - матрица масс и 
матрица демпфирования, зависящие от 
обобщенных узловых перемещений. 

Полагаем, что на каждом шаге t∆  
численного интегрирования решается 
линейная задача. Для начального времени 

1-nt  некоторого шага n рассматриваются 

матрица масс [ ])1-( ntM , матрица 

демпфирования [ ])( 1-ntС  и касательная 
матрица жесткости [ ])1-( ntKτ . 

Приближенно учитываем 
демпфирование с помощью формулы 
Рэлея [13]: 

[ ] [ ] [ ]τβα KMС += ,  
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где βα   ,  – задаваемые коэффициенты со-
ответственно инерционного и конструкци-
онного демпфирования. 

Вектор { }( ){ }nUT  для момента 

времени nt  окончания n-го шага 

интегрирования приближенно определяем 
по формуле 

{ }( ){ } [ ]{ }∑
 

1 1-Δ)1-(  
n

k kUktKnUT
=

−= τ , (7) 

где { }kUΔ  - вектор приращений перемещений на k-м шаге, 

{ } { } { })1( - )(Δ k-tUktU=kU . (8) 

В соответствии с методом Ньюмарка имеем 
 

{ } { } { }( ) { })1-(-)1-(-)(1)( ntUntUntUbntU  = ; (9) 

{ } { } { }( ) { } { })1( - )1(2 - )1(-)(0)( n-tUn-tUbn-tUntUbntU  = , (10) 

  

где tbtbt=b ∆=∆=∆ /42  ;/21  ;2/40  
- 

параметры интегрирования. 
Подставив зависимости (6), (7)-(10) в 

равенство (1), получим следующую 
систему уравнений: 

[ ] [ ]( ){ } { }( )
[ ] [ ]( ){ } [ ]{ }

[ ]{ } ( ){ }. Δ∑
1

)1-(  

)1()1-(-)1-()1-()1-(2-

-)1(-)()1-(1)1-(0

ntQkU
n

k ktK

n-tUntMntUntСntMb
n-tUntUntСbntMb

=
=

+

++

+

τ

  
(11) 

Запишем: 

[ ]{ } ( )[ ]{ } [ ]{ }.Δ∑
1   

1
)1-(  1Δ∑

1
)1-(  kU

n

k ktKnUntKkU
n

k ktK
−

=
+∆−=

=
τττ  (12) 

Подставляя уравнение (12) в зависимость (11) и учитывая, что 
( ){ } ( ){ } { }nUntUntU ∆=−1- , получаем 

 [ ] [ ] ( )[ ]( ){ } ( ){ }
[ ]{ } [ ]( [ ]){ }

[ ]{ }. )1()1-(

)1-()1-()1-(2Δ∑
1   

1
)1-(  -

-1)1-(1)1-(0

n-tUntM

ntUntСntMbkZ
n

k ktK

ntQnUntKntСbntMb





+

+++
−

=

=∆−++

τ

τ

  

После выполнения шага n вектор 
перемещений и вектор { })( ntS  
внутренних силовых факторов 

определяются выражениями 

 
{ } { } { }nUn-tUntU Δ)1()( += , { } { } { }nSn-tSntS Δ)1()( += ,  

где { }nSΔ  – вектор приращений 

внутренних силовых факторов, 

вычисляемый с использованием вектора 
{ }nUΔ  и касательных матриц упругости 
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конечных элементов. 
Полагаем, что стержни в общем слу-

чае испытывают в рамах деформации рас-
тяжения-сжатия и изгиба. Физическую не-
линейность рассматриваем как возмож-
ность упругопластического деформирова-
ния материалов стержней. Для этой цели 
вводим вспомогательные конечные эле-
менты, моделирующие поведение пласти-
ческих шарниров. Эти конечные элементы 
располагаем между стержневыми конеч-
ными элементами. Считаем, что на участ-
ках стержней между пластическими шар-
нирами материал работает в упругой ста-
дии, а для каждого пластического шарнира 

приближенно реализуется схема идеально-
го упругопластического деформирования. 

Как отмечено в работе [15], при 
мгновенном выключении нескольких 
внутренних или внешних связей из сталь-
ных рам рассматриваемого типа движение 
элементов конструкций несущественно 
сказывается на работе материала и можно 
пренебрегать влиянием скорости дефор-
мирования на предел текучести материала. 
При описании деформаций стержней в уп-
ругой постановке используем известные 
матрицы жесткости и устойчивости для 
стержневых конечных элементов. 

 
Пример расчета 

Рассматривалась трехпролетная по-
перечная рама (рис. 1) каркаса здания при 
запроектных воздействиях. В качестве ва-
рианта усиления этой конструкции прини-
малась установка фермы покрытия. Рама 
включает в себя стойки 1, 2, соединенные 
в уровне перекрытия первого этажа с бал-
ками 3, а в уровне второго этажа – с фер-
мой 4, расположенной в пространстве тех-
нического этажа здания. Соединения 
стержней и опорные связи считаются же-
сткими. Рама раскреплена из плоскости 
покрытием, перекрытиями и ограждения-
ми. Материал стержней конструкции – 
сталь с пределом текучести σY=325 МПа, 
модулем упругости Е=2,06·106 МПа и 
плотностью ρ=7850 кг/м3. Для стоек 1, 2 
принят профиль из двутавра 30К2 по 
ГОСТ 26020-83, для балок 3 – из двутавра 
35Ш2 по ГОСТ 26020-83, для стержневых 
элементов фермы – из квадратных труб по 
ГОСТ 30245-2003. Пояса фермы изготов-
лены из труб с размерами 160х160х5 мм, 
стойки – 80х80х5 мм, раскосы – 140х140х5 
мм. В соответствии с рекомендациями СП 
20.13330.2011 (актуализированная редак-
ция СНиП 2.01.07-85* «Нагрузки и воздей-
ствия») рассматривалось восприятие ра-
мой сил тяжести ее стержней, а также на-
грузок q=28 кН/м, Р1=81 кН, Р2=2Р1, 
Р3=108 кН и Р4=2Р3 от сил тяжести при-
соединенных частей, полезных грузов и 
снега. При анализе деформаций объекта в 
динамической постановке соответствую-

щие нагрузкам q, Р1-Р4 инерционные фак-
торы добавлялись в расчетную схему в ви-
де дополнительных масс. Ветровая нагруз-
ка не учитывалась ввиду относительно ма-
лой высоты здания. Принималось, что 

0=α , β =0,02 (на основе результатов ис-
следований работы [16]). Поведение рас-
косов фермы рассматривалось как конст-
руктивно нелинейное. Учитывалось, что 
они могут работать только на растяжение. 

Анализировались четыре вида ло-
кальных повреждений (рис. 2-5). На ри-
сунках сплошными линиями показаны ис-
ходные положения элементов конструк-
ции, штриховыми – деформированные со-
стояния при достижении максимального 
по модулю значения вертикальных пере-
мещений в случае возникновения того или 
иного локального повреждения (K – пла-
стические шарниры). Для наглядности 
масштаб перемещений увеличен по срав-
нению с масштабом изображения рамы. 
Расчеты показали, что при мгновенном 
удалении опор А или B пластические шар-
ниры образуются в балках перекрытия. В 
случаях разрушений по сечениям 1 или 2 
образования пластических шарниров в 
стержнях рамы не наблюдалось. Для всех 
четырех рассматриваемых случаев локаль-
ного разрушения явления прогрессирую-
щего обрушения конструкции выявлено не 
было.
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Рис. 1. Поперечная рама: 1 – крайние стойки; 2 – средние стойки;  
3 – балки перекрытия; 4 – ферма 

 

 
 

Рис. 2. Разрушение опоры крайней стойки первого этажа 
 

 
 

Рис. 3. Разрушение опоры средней стойки первого  этажа 

75 
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Рис. 4. Выключение линейных и угловой связей в сечении 1 
 

 
 

Рис. 5. Выключение линейных и угловой связей в сечении 2 
 

Заключение 
Разработан алгоритм конечноэле-

ментного анализа динамики плоских 
стальных рам в условиях локальных раз-
рушений при аварийных ситуациях с уче-
том больших перемещений и упругопла-
стического поведения материалов. Работо-
способность данной вычислительной схе-
мы проиллюстрирована на примере расче-

та трехпролетной рамы каркаса здания. 
Проведенные исследования показали, что 
рассматриваемое усиление конструкции с 
помощью фермы покрытия позволило 
обеспечить живучесть рамы при выключе-
нии из несущей системы отдельных опор и 
локальном разрушении любой из стоек 
второго этажа. 
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