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I BEAM PERIODIC OSCILLATIONS 

 
The paper reports the consideration of the prob-

lem on cyclic solutions of the quasi-linear equation of I 

beam oscillations with various types of homogeneous 

boundary conditions. The spectrum of a differential 

operator is under investigation, an ortho-standardized 

system of own functions is formed, a lemma on a re-

verse operator is proved. In theorem 1 there are ob-

tained conditions of periodic solution existence and 

unicity in case when a non-linear summand satisfies 

the condition of non-resonance. In theorem 2 the 

countable number existence of cyclic solutions for the 

quasi-linear equation of I beam oscillations is proved, 

if a non-linear summand has a power growth. In the 

proof of theorems a variation method and Leray-

Schauder principle on a fixed point are used.   

Key words: equation of beam oscillations, peri-

odic solutions, Srurm-Liouville problem, Leray-

Schauder principle, Fourier series.

 

Введение   
Исследуется  задача о периодических решениях уравнения колебаний балки: 

                 ,),(),,( txfutxguauu xxxxxxtt    x ,0  Rt ;                                  (1) 

                   R  ,0),(),(),0(),0(  ttutututu xxxx  ;                                            (2) 

                    ),(),( txuTtxu  ,    x ,0  Rt .                                                            (3) 

Здесь ),(),,,( txfutxg  есть Т-

периодические по t  функции ( 0T ) и 

константа a  является положительной. 

         Уравнение (1) является  математиче-

ской моделью колебаний двутавровой бал-

ки [1] и продольных колебаний стержней 

(проводов), способных сопротивляться из-

гибу и растяжению [2]. Задача (1)-(3)  при 

0a  изучалась  во многих работах 

(например, статьи   [3-6]). В  [6] доказано 

существование счетного числа периодиче-

ских решений уравнения (1)  в случае 

0a  при других однородных граничных 

условиях. При 0a  задача (1)-(3)  рас-

смотрена в статье [7] для случая, когда 

внешняя сила f  имеет малую амплитуду. 

В этой  работе доказано существование 

решений задачи (1)-(3) малой амплитуды. 

Целью данной статьи является доказатель-

ство существования периодических реше-

ний задачи (1)-(2), если нелинейное слага-

емое растет не быстрее линейной функции 

либо имеет степенной рост по u .

 

Свойства дифференциального оператора   
         Рассмотрим следующую задачу Штурма - Лиувилля: 

                                                              ,)4( XXaX   

0)()()0()0(   XXXX . 

Собственными функциями данной 

задачи являются функции  )(sin)( nxxX n  . 

Cоответствующими  им собственными 

значениями являются числа  24 annn  .  

         Обозначим )(\],0[ ZTR   и рас-

смотрим полную, ортонормированную в 

)(2 L  систему функций 
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Замыкание L  дифференциального 

оператора, соответствующего задаче (1)-

(3), можно построить следующим образом. 

Область определения L  есть 
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Функции из системы (4) составляют 

множество всех собственных функций 
оператора L , а числа  nm   являются соб-

ственными значениями L .  

                           

         Обозначим 
T

w
2

 , ||),( 24 wmannmnM  , 








 Nm
l

m
Ql |  при Nl .  

         Будем предполагать, что выполнено одно из следующих условий: 

                                      ;1,1  wa             (5) 

существует Nl ,такое, что  1),(,,,,,,  qpNqpQqpQ
q

p
aQw lll , q не квадрат; (6) 

     0,,  wQwQa .              (7) 

Лемма. Если выполнено одно из условий (5), (6), (7), то существует положительная 

константа 0С , такая, что 

                NmnCmnM  ,),( 0 .                          

Доказательство. Если выполнено од-

но из условий (6),(7), то утверждение лем-

мы вытекает из теоремы 4.1 [7]. Пусть вы-

полнено условие (5).  

Если 2nm , то  

 

                         .12
2/

1

2
),(

22

2

24

224













nmnm

n

mnn

mnn
mnM  

         При 22 )1(1  nmn  имеем  

                         










224

2422

24

242
24

)1(

)1(
),(

nnn

nnn

mnn

nnm
nnmmnM  

             
3

1

1/)1/(21

1

22





nnnn
. 

        Пусть 2)1(  nm . Тогда  

          1
24

54

)1(

1454
)1(),(

242

23
24224 











n

nnn

nnn
nnnnnmmnM . 

         



Вестник Брянского государственного технического университета                 № 4 (57) 2017  

 

25 

 

Таким образом,  
3

1
|| 24  mnn  при 

всех натуральных  mn, . Лемма доказана. 

         Следствие. Если выполнено одно из 

условий (5), (6), (7), то 

 

                 NmnmwnCnm  ,)(|| 2
0 .                 (8) 

         Обозначим  

},|{)(  ZmNnL nm . Из (8) следу-

ет, что при выполнении одного из условий 

(5), (6), (7) множество )(L  не ограничено 

ни снизу, ни сверху и не имеет конечных 

предельных точек. 

 

Квазилинейное уравнение 
         

Рассмотрим вначале случай, когда 

нелинейное слагаемое ),,( utxg  растет не 

быстрее линейной функции по  u  и удо-

влетворяет следующим условиям. 

Существуют константы  С,, , та-

кие, что 0,  С  и 

 

                          
u

utxg ),,(
 , если   ),(,),[],( txCCu  .                                (9) 

         

Обозначим 0D  множество конечных ли-

нейных комбинаций элементов системы 

(4), 

2 2
( ) ( ), ([0, ]) ( )k k

k k
H W H W k N      - 

пространства Соболева. 

         Определение. Обобщенным решени-

ем задачи  (1)-(3)  называется функция  

)(2 Lu , такая, что 

 
 

 dxdtfutxgdxdtau xxxxxxtt  )),,(()(   0D . 

         

Теорема 1. Пусть выполнено одно из 

условий (5), (6), (7), функция   g  является   

Т-периодической по t ,  )(1 RCg   и 

удовлетворяет условию (9) с константами  

C,, , такими, что  0C ,     и 

)(],[ A  ø. Тогда  для любой   

функции  )(1 Hf  задача  (1)-(3)  имеет 

обобщенное решение )()( 1
2  CHu   и  

).(Cuxxx  

          Доказательство. Стандартно доказы-

вается сходимость ряда 
 ZmNn nm,

2

1


. По-

этому оператор  )()(: 22
1  LLL  явля-

ется вполне непрерывным. Поскольку  

)(L  , то оператор 

)()(:)( 22
1   LLIL   также является 

вполне непрерывным. 

         Функция  )(2 Lu  является обоб-

щенным решением задачи (1)-(3) тогда и 

только тогда, когда  u  есть решение опе-

раторного уравнения 

 

                                              )),,(()( 1 futxpILu   ,                (10) 

где uutxgutxp  ),,(),,( . Из условий теоремы вытекает существование положительных 

констант  21, СС ,  таких, что 

                     1||)(|),,(| Cuutxp   ,    0),,( 2 Cuutxp   Rutx  ,),( .                    (11) 

         Обозначим  )),,(()()( 1 futxpILuT   . Оператор  )()(: 22  LLT  является 

вполне непрерывным. Рассмотрим уравнение 
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           )(uTu                   (12) 

с параметром  ]1,0( . Оценим  2L  норму возможных решений уравнения (12), для чего 

приведем это уравнение к следующему виду:  

                                              ))((
1

),,( wuLIutxp 


 ,                (13) 

где fIAw 1)(   . 

Для функций  )(, 221 Lff  стандартно определим скалярное произведение 

  dtdxtxftxfff ),(),(),( 2121 


   и норму   

2/1

2
11 ),(||||














 



dtdxtxff . 

         

Из условий теоремы и свойств L  вы-

текает существование  чисел )(, 21 L  , 

таких, что  ],[],[ 21    и  

)(),( 21 L  . 

         Умножим уравнение (13) скалярно в 

)(2 L  на wu  . Поскольку   2   есть 

наибольшее отрицательное собственное 

значение оператора  LI  , то 
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Отсюда и из (11) выведем: 
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Cutxpwutxp


,  4||),,(|| Cutxp  , 

                                                       4||))((|| CwuIL   , 

где константы 43 ,CC  не зависят от   . 

Из последнего неравенства вытекает оцен-

ка 5|||| Cu  , где  5C  не зависит от   . От-

сюда и из принципа Лере - Шаудера выте-

кает существование решения уравнения 

(10). 

         Докажем утверждение  о гладкости 

решения. Обозначим 

)(),(),,( 2  Ltxfutxgv . Разложим 

функцию  v  в ряд Фурье по системе (4):
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         Воспользовавшись неравенством Коши - Буняковского, выведем:      
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Следовательно, )(Cu . 

         Из (8) вытекает существование положительной константы 6С , такой, что 

                                              ZmNnC
n

C
m

nmnm

,, 66


.                                          (14) 
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         Поскольку системы функций },|)(,){(  ZmNnee x
s
nmx

c
nm   и 

},|)(,){(  ZmNnee t
s
nmt

c
nm являются ортогональными, то из (14) вытекает включение  

)(1 Hu . Докажем, что  )(1 Cu  и )(Cuxxx . Для этого рассмотрим ряды  
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         Поскольку также  )(1 Hv , то 
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         Исследуем сходимость ряда 2I . Воспользовавшись неравенством Коши - Буняковского, 

выведем:      
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         Докажем сходимость ряда  
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Таким образом, )(Cuxxx , 

)(1 Cu . 
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         Из (14), (15) следует  )(2 Lutt . 

Кроме того, )()( 1   CvLu xttx . Следо-

вательно, )(2 Hu . Теорема доказана. 

          Рассмотрим случай, когда нелиней-

ное слагаемое g   растет быстрее линейной 

функции по  u . Запишем уравнение (1) в 

следующем виде: 

 

                                        ,0),,(  utxguauu xxxxxxxtt   x ,0  Rt .                             (16) 

Пусть  функция  g  удовлетворяет следующим условиям: 

                                g )(1 RС  , T-периодична по t, не убывает по u ;                                (17) 

                              2
1

14
1

3 ||,,|| AuAutxgAuA rr    Rutx  ,),( ,                         (18) 

 где  rAAAA ,,,, 4321   есть положительные числа, такие, что 

                                                              r >2,     
r

AA 13

2
 .                                                              (19) 

         Определение. Обобщенным решением задачи (16) , (2), (3) называется Т-периоди-

ческая по  t  функция     rLu ,   такая, что 

                             


 00),,( DdtdxutxgdtdxLu  . 

         . 

         

Теорема 2.  Предположим, выполне-

ны условия  (17), (18), (19)  и одно из усло-

вий (5), (6), (7). Пусть либо 

   utxgutxg ,,,,    Rutx  ,),( , 

либо функция  g   не зависит от t . Тогда 

 0d   существует обобщенное решение   

)()( 1
2  CHu    задачи (16) , (2), (3),  

такое, что  )(Cuxxx  и du r|||| .  

         Доказывается теорема 2 аналогично 

теореме 2 из работы [6]. 

В доказанных теоремах приведены 

условия существования периодических по 

времени решений квазилинейного уравне-

ния колебаний двутавровой балки со  сво-

бодно опертыми концами. 
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