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Обобщены положения синергетической теории управления на случай, когда траектории формообразующих дви-

жений имеют частотный состав, существенно превышающий полосу пропускания серводвигателей, управляющих 
движением исполнительных элементов. Приведено математическое моделирование системы и решается двуединая 
задача оптимизации, основанная на минимизации приведенных затрат на изготовление деталей, и обеспечения их 
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Введение 
 

Синергетический подход к анализу, поло-
жения которого изложены в работах [1, 2], 
привел к созданию методов активной управ-
ляемой самоорганизации [3, 4]. Особенно ак-
туально использование этих методов при 
управлении движением механических систем, 
отдельные элементы в которых взаимодейст-
вуют с различными средами (технологиче-
скими, трибологическими, аэродинамически-
ми и пр.). Использование синергетической 
теории управления получило развитие и при 
создании систем управления процессами об-
работки на металлорежущих станках [5 ‒ 9], 
которые существенно дополнили традицион-
ные принципы управления процессами обра-
ботки. В этом случае процесс резания рас-
сматривается не изолированно, а как элемент,  

 
* Исследование выполнено при финансовой под-

держке гранта РФФИ 19-08-00022. 

объединяющий упругие подсистемы системы 
станка, а также подсистемы движения испол-
нительных элементов.  

Для токарного станка под движением ис-
полнительных элементов понимаются траек-
тории поперечных и продольных перемеще-
ний суппорта и вращения шпинделя. Траекто-
рии формообразующих движений отличаются 
на величину упругих деформаций вершины 
инструмента и заготовки в точке контакта с 
ней инструмента. Именно траектории формо-
образующих движений, в основном, образуют 
геометрическую топологию обрабатываемой 
детали [10 ‒ 11]. 

Ранее было показано [9], что при систем-
ном анализе и синтезе целесообразно выпол-
нять декомпозицию уравнений динамики на 
две взаимосвязанные подсистемы: «медлен-
ных», лежащих в пределах полосы пропуска-
ния серводвигателей исполнительных элемен-
тов, и «быстрых» движений.   
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«Быстрые» движения лежат в пределах по-
лос пропускания динамических подсистем со 
стороны инструмента и заготовки (их частот-
ный состав существенно превышает полосу 
пропускания подсистемы «медленных» 
управляемых движений). Таким образом, под-
система «быстрых» движений рассматривает 
свойства процесса резания в вариациях отно-
сительно траекторий «медленных» движений. 
Поэтому при математическом моделировании 
подсистемы «быстрых» движений необходимо 
использовать основные положения динамики 
процесса резания [12 ‒ 15]. При этом прини-
мать во внимание упругие подсистемы со сто-
роны инструмента и заготовки, а также дина-
мическую связь, формируемую процессом ре-
зания. Исследования в этой области много-
численны. Они рассматривают устойчивость, 
свойства притягивающих множеств деформа-
ционных смещений [12, 13], их бифуркации 
[14, 15], а также отображения в геометриче-
ской топологии поверхности. Их исследова-
ния ограничены случаем, когда не принимает-
ся во внимание взаимосвязь управляемых от 
ЧПУ траекторий исполнительных элементов и 
свойств динамической системы.  

Взаимосвязь «быстрых» и «медленных» 
движений, учет изменения параметров под-
систем вдоль траектории исполнительных 
элементов, использование синергетического 
подхода к синтезу самоорганизующегося про-
цесса резания – основные направления, отра-
жающие, приведенные в статье, результаты. 
Главное внимание уделяется вопросам анали-
за и синтеза управляемой системы резания по 

законам естественной управляемой самоорга-
низации. В таком подходе траектории «мед-
ленных» движений задают управляющие па-
раметры для подсистемы «быстрых» движе-
ний и определяют законы согласования внеш-
него управления и внутренней динамики.   

 
Система резания как объект  

синергетического управления 
 

Прежде всего, раскроем понятие системы 
обработки на станке [3 ‒ 5, 7, 9]. В него вхо-
дят: электромеханические подсистемы, обес-
печивающие управление движениями испол-
нительными элементами; упруго-динами-
ческие подсистемы инструмента и заготовки; 
динамическая связь, формируемая процессом 
резания, представляемая моделью сил резания 
в координатах состояния системы, и объеди-
няющая все подсистемы в единую взаимосвя-
занную систему. Например, относительно са-
мостоятельные системы управления исполни-
тельными движениями станка за счет динами-
ческой связи, формируемой резанием, объе-
диняются в единую связанную (векторную) 
систему управления.  

Вначале рассмотрим взаимодействующие 
через резание упругие подсистемы (рис. 1). 
Для этого используем пространственные ко-
нечномерные модели деформаций

)3(
321 },,{ X

TXXXX  относительно несущей 
системы [9]: 

 

 FcX
dt
dXh

dt
Xdm 2

2

,      (1)  

где   3,2,1,,:при,0,:при,, ,,,  ksksmksmmmm ksksks в /ммкгс2
;  kshh , в кгс/мм ,

  3,2,1,,,  kscc ks  в кг/мм ‒ симметричные, положительно определенные матрицы инерционных, 

скоростных и упругих коэффициентов; TFFFF },,{ 3,2,1,   ‒ силы резания, представленные в ко-
ординатах состояния. Проекции сил в пространстве )3(

X  определяются угловыми коэффициентами 

3,2,1,0,,   iFF ii , удовлетворяющими условиям 1)(
3

1

2 




i

i
i . Параметры подсистемы остаются 

неизменными в пространстве: )3(
321 },,{ L

Tllll  . 
 

Для подсистемы заготовки также принята 
конечномерная модель деформационных 
смещений )3(

321 },,{ Y
TYYYY  . Не нарушая 

ее основные свойства, положим жесткость за-
готовки в направлении lR2R на порядок большей, 
чем в плоскости YR1R – YR3R. Деформационные 
свойства в плоскости YR1R – YR3R можно пред-

ставить эллипсом жесткости. Для круглого 
сечения эллипс жесткости преобразуется в ок-
ружность, тогда недиагональные элементы 
матрицы жесткости и скоростных коэффици-
ентов обращаются в ноль для любой ортого-
нальной системы в пространстве )3(

Y  [9], т.е.  
в направлении действия силы 
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FR0R = FR,0RR1R, R3R P

T
P имеем 

0020
0

202
0

2

20 )()()( FYlc
dt

dYlh
dt

Ydlm  ,  (2)  

где mR0R(lR2R), hR0 R(lR2R), cR0R(lR2R) ‒ инерционные, скоро-
стные и упругие коэффициенты, зависящие от 

lR2R . Силы FRR, действующие на подсистемы ин-
струмента и заготовки равны между собой и 
противоположны по знаку. Они прикладыва-
ются к оси вращения заготовки и одновремен-
но образуют момент сопротивления вращения 
шпинделя MRpR = FRR R1 RR (рис. 1, в).   

 
                                                                          а)                                                                       б) 

 
в) 

Рис. 1. Схемы динамической системы резания:  
а ‒ управление траекториями исполнительных элементов; б – силы и деформационные смещения подсистемы инстру-
мента; в ‒ силы и деформационные смещения подсистемы заготовки 

 
Следуя синергетической концепции, представим силы резания в координатах состояния и тех-

нологических режимах, зависящих от управляемых траекторий исполнительных элементов. Сле-
дуя работе [9], примем гипотезу о зависимости сил от площади срезаемого слоя, учтем запаздыва-
ние изменения сил по отношению к вариациям площади срезаемого слоя, а также их зависимость 
от скорости резания. Тогда   

dtdtdXVYXtdtdYdtdXV

FdtdFT
t

Tt
P 









}/{])]}[//(exp[1{

/

22011
)0(

03330

0,0,0

(3) 

где TR0R ‒ постоянная времени, с ; ρR0R ‒ давление на переднюю поверхность инструмента в области 
малых скоростей, кг/ммP

2
P;  ‒ безразмерный коэффициент;  ‒ коэффициент, определяющий убы-

вание сил при увеличении скорости; VRiR, i = 1, 2, 3 ‒ управляемые от ЧПУ скорости исполнитель-
ных элементов, приведенные к линейным перемещениям, мм/с.  
 

В уравнении (3) интегральный оператор 

dtdtdXV
t

Tt



 }/{ 22  характеризует формирова-

ние величины подачи SRpR(t), выражение 

011
)0(

011
0

1 )()()( YXtYXdVtRtt P

t

P  

 определяет глубину резания, а T = 1/ R3R зави-
сит от частоты вращения шпинделя. 

Таким образом, во все выражения, опреде-
ляющие динамику, входят параметры, опреде-
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ляемые траекториями исполнительных эле-
ментов. Постоянная времени TR0R также может 
быть выражена в координатах состояния и 
режимах: 

)(
)()(

),,(
3

30 tV
tttкS

VtST pp
pP  ,    (4) 

где к ‒ коэффициент размерности, ммP

-1
P.   

Системы уравнений (1) ‒ (3) необходимо 
дополнить выражениями, связывающими 

управление U = UR1R, UR2R, UR3R P

T
P, траектории 

пространства )3(
L , а также траектории фор-

мообразующих движений 
)3()(

3
)(

2
)(

1
)( },,{ Ф

TФФФФ llll  . Не нарушая общ-
ности, рассмотрим приводы исполнительных 
элементов на основе двигателей постоянного 
тока с якорным управлением. Тогда  

 

3,2,1]},//////[

),,({//
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ЭМ
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где )()(
0 / i

ei
i cU  управление, приведенное к якорю двигателя, сP

-1
P; )()()( / i

M
i

eii
i

ЭМ ccRJT  ,  
ii

i
Э RLT /)(   

электромеханическая и электрическая постоянные времени, с; )()()( / i
M

i
ei

i
M ccRK   ‒ параметр, харак-

теризующий влияние момента резания на якорь двигателя, (кг·м·с)P

-1
P; )()( ,,,, i

M
i

eiii ccJLR  ‒ параметры 
двигателей; iM ‒ момент силовой реакции от процесса резания на вращение ротора соответст-
вующего двигателя.  Причем, справедливо 

3,2,1,)()(,
0

)(   idVtlnV
t

ii
i

ii ,     (6) 

т.е. механическая часть приводов исполнительных элементов является абсолютно жесткой и in  
измеряется в миллиметрах. Уравнение (5) показывает, что за счет реакции со стороны резания три 
автономных двигателя становятся взаимосвязанными, а системы управления становятся система-
ми векторного управления. Что касается траекторий пространства )3(

Ф , то они определяются со-
отношениями:  














).()()(
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)(
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Ф

Ф
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       (7) 

Зависимости (1) – (7) характеризуют управляемую динамическую систему резания, позволяю-
щую выяснить взаимосвязь управления TUUUU },,{ 321  со всеми траекториями пространств )3(

X , 
)3(

Y , )3(
L , )3(

Ф . 
 
Реализация синергетического подхода 
 
При определении программы управления 
)3(

L  при изготовлении детали, приведенной в 
качестве примера на рис. 1, а, можно восполь-
зоваться методами линейной интерполяции. 
Траектории задаются на участках «0‒1», 
«1‒2» и т.д.  Не нарушая общности, ограни-
чимся рассмотрением продольного точения 
детали постоянного диаметра (участок «0‒1» 
на рис. 1, а). Сформулируем цель процесса как 
изготовление деталей заданной точности при 
обеспечении физической оптимальности реза-
ния. Известно, что физическая оптимальность 
достигается при постоянстве скорости реза-

ния, которая выбирается из условия миними-
зации интенсивности изнашивания [16]. Для 
обеспечения постоянства диаметра необходи-
мо выбирать траектории исполнительных 
элементов так, чтобы const)()(

1 tl Ф .  
В работе [9] показано, что при анализе 

уравнений (1) – (5) можно воспользоваться 
принципом разделения движений на «медлен-
ные», лежащие в пределах полосы пропуска-
ния серводвигателей, и «быстрые», рассмат-
ривающие деформационные смещения в час-
тотном диапазоне, определяемом избиратель-
ными свойствами подсистем. Такая возмож-
ность вытекает из свойств асимптотического 
поведения нелинейных дифференциальных 
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уравнений, имеющих малый параметр при 
производной.  

Синтез управления выполним в два этапа. 
На первом этапе рассмотрим управление 
«медленными» движениями 

TФФФФ llll )}(),(),({)( )(
3

)(
2

)(
1

)(  в медленном 

безразмерном времени  . Безразмерное время 
получается из выражения t)3( . Для «мед-
ленных» деформационных смещений после 
введения малых параметров справедливо вы-
ражение: 

 
0/0,  dtdF , 0// 2

0
2

0  dtYddtdY , 0// 22  dtXddtdX ii , 3,2,1i .     (8) 

Рассмотрим случай const)0( Pt , т.е. const1 l . Тогда  
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Ф
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33 (9) 

где )()( 011,  YXYX ‒ постоянное значение деформаций. Вначале положим, что условие (9.1) 
выполняется. Тогда для «медленных» движений скорости деформационных смещений обнуляют-

ся, и величина оборотной подачи 


 


1)3( )(
2

)0( )}({)( dVS p  характеризует «медленные» ее изменения, 

усредненные во временном окне 1)3( )(  . Для определения )0(
pS , при котором выполняется (9.2),  

воспользуемся системами (1) – (3) с учетом (8). Тогда справедливо  
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где )0(

30 )]exp(1[ PSVФ  .  
Получаем выражение для определения зависимости XY  от упругих свойств взаимодейст-

вующих подсистем, параметров динамической связи  и технологических режимов: 
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 ‒ безраз-

мерный коэффициент, определяющий преобразование глубины срезаемого слоя в величину сум-
марных упругих деформаций XY .  
 

Выражение (11) показывает, что для управ-
ления XY возможны различные направления. 
Они включают в себя конструктивные изме-
нения подсистемы инструмента, влияющие на 
матрицы его жесткости, геометрию инстру-
мента, влияющую на угловые коэффициенты 

i , и технологические параметры )0(
PS , )0(

Pt , 
зависящие от траекторий исполнительных 
элементов. Например, если путем варьирова-

ния геометрии обеспечить условие 01  , то 
вариации )( 20 lc  не влияют на XY . Естествен-
ным способом обеспечения соnstXY явля-
ется управление режимами. В частности, если  

const)0( Pt , то для  соnstXY  получаем за-
кон изменения подачи )( 2

)0( lSP  вдоль оси вра-
щения заготовки: 
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Выражение (12) фактически является желаемой фазовой траекторией продольного перемеще-
ния суппорта 22222 )( llVn  , которая может задаваться одним из способов программирования 
траекторий суппорта. Этой фазовой траектории соответствует временная траектория частоты вра-
щения двигателя продольного суппорта )(2  . Зная )(2  , методами решения обратных задач ди-
намики, можно вычислить функцию управления )()2(

0   [17]. Тем самым учитываются динамиче-
ские свойства двигателя.  

В зависимости от начальных технологических режимов и параметров взаимодействующих под-
систем существует множество траекторий 2(l2) . Для обеспечения условия (9.1) воспользуем-
ся методом аналитического конструирования агрегированных регуляторов (АКАР) [3]. Силовым 
влиянием резания на двигатели подачи можно пренебречь, так как передаточное отношение между 
двигателем и перемещением суппорта есть величина большая. Кроме этого положим, что шпин-
дель жестко связан с ротором двигателя. Тогда из (3) и (4) имеем следующее: 
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Для подсистемы (13) синтезируем методом АКАР управление, обеспечивающее условие  

)3(
0,0

)3(  . Для этого введем в рассмотрение две агрегированные координаты )3(
0,0
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После очевидных преобразований имеем закон синергетического управления в координатах со-
стояния системы:  
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В уравнении (15) координаты P

(3)
P, lR2R являются наблюдаемыми. Для определения d P

(3)
P /dt легко 

построить наблюдатель на основе механической части двигателя:  
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Приведенный синтез обеспечивает условия (9) в предположении, что подсистема «быстрых» 
движений является асимптотически устойчивой. Эта подсистема рассматривается в вариациях от-
носительно траекторий 3,2,1,)(  iX i , )(

0
Y и )(

0
F , которые получаются в результате синергетиче-

ского синтеза подсистемы «медленных» движений. Для подсистемы «быстрых» движений функ-
ции 3,2,1,)(  iX i , )(

0
Y  задают «медленные» смещения точек равновесия в подвижной системе ко-

ординат. Следующий этап заключается в согласовании внешнего управления с внутренней дина-
микой системы.  
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Согласование внешнего управления с внутренней динамикой 
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Уравнение (17) позволяет проанализировать условия асимптотической устойчивости подсисте-
мы «быстрых» движений. Устойчивость зависит, как от параметров взаимодействующих подсис-
тем и формируемой резанием динамической связи, так и от траекторий исполнительных элемен-
тов, задающих 3V , )0(

PS  и )0(
Pt  с учетом «медленных» деформаций. Подчеркнем, что траектории 

исполнительных элементов определяют параметры порядка в подсистеме «быстрых» движений. 
Поэтому необходимо выбрать из  )( 22 l  множество траекторий, которое удовлетворяет усло-
виям асимптотической устойчивости «быстрых» движений.  

Рассмотрим конкретный пример. Закон изменения жесткости заготовки  
)]exp(1[)( 202 lclс ll   ,      (18)  

где RlR ‒ параметр, ммP

-1
P.  

Подсистема инструмента: 
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Параметры подсистемы заготовки и динамической связи приведены в табл. 1.  
 

1. Параметры подсистемы заготовки и динамической связи 
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Рассмотрим области устойчивости системы (рис. 2). Для анализа этих областей удобно ввести 

безразмерный параметр gRR , величина которого, наряду с TR0R, непосредственно влияет на устойчи-
вость системы:  

,     (19) 

где .  

 


















5,108,01,0
08,05,12,0
1,02,05,2

h

















50060100
60500200

1002001000
с

020

20
)0()1(

2001
)0(

30

)(
})(])([)]{exp(1[

Alc
AlctAlcASV

g PP 



























33,33,1

22,32,1

11,31,1
)1(

сс
сс
сс

A



Наукоёмкие технологии в машиностроении, № 11, 2019 
 

 
36                      © «Science intensive technologies in mechanical engineering», № 11, 2019 

Система теряет устойчивость в затемнен-
ной области. На диаграмму области устойчи-
вости наложены траектории изменения пара-
метров системы «АP

(i) 
P‒ B P

(i)
P» (i = 1, 2, 3), соот-

ветствующие трем значениям глубины реза-
ния: , , мм0,3)0( Pt  со-
ответственно. При этом учитывается зависи-
мость TR0R от технологических режимов (4). 
Отметим, что наибольшая склонность систе-
мы к потере устойчивости наблюдается при TR0R 
приближающейся к величинам, обратным 
собственным частотам колебательных конту-
ров в подсистеме инструмента и заготовки.  

 

 
 
Рис. 2. Области устойчивости подсистемы «быст-
рых» движений 

 

 
 

Рис. 3. Пример эволюционных траекторий  
деформационных смещений подсистемы «быстрых» 
движений 

 
Приведенные данные показывают, что в за-

висимости от траектории (12) «медленных» 
движений параметры линеаризованного урав-
нения в вариациях изменяются и в параметри-
ческом пространстве изображающая точка 
может пересекать фигуративную линию (кри-
вые «А P

(i) 
P‒ B P

(i)
P» на рис. 2). Тогда синтезирован-

ная траектория становится на некотором уча-

стке неустойчивой. В ее окрестности форми-
руются различные притягивающие множества 
деформационных смещений (предельные цик-
лы, инвариантные торы, хаотические аттрак-
торы), которые непосредственно влияют на 
геометрическую топологию формируемой ре-
занием поверхности, а также на интенсив-
ность изнашивания инструмента. Наибольшая 
чувствительность устойчивости наблюдается 
при варьировании , ,  и . Она 
зависит также от свойств упругости и дисси-
пации взаимодействующих подсистем.  

Приведем пример изменения суммарных 
деформационных смещений RXYR в функции 
времени (рис. 3) для трех (см. рис. 2) траекто-
рий. В точках С траектории «быстрых» дви-
жений теряют устойчивость. В этом случае 
необходимо изменить параметры взаимодей-
ствующих подсистем конструктивными мето-
дами, изменить значение скорости резания 
или начальной глубины для обеспечения ус-
тойчивости подсистемы «быстрых» движений.   

 
Анализ результатов 

 
При использовании синергетической тео-

рии для управления обработкой на металло-
режущих станках как сложной динамической 
системой необходимо учитывать, что управ-
ляемые от регулируемых приводов траектории 
исполнительных элементов станка лежат в 
частотном диапазоне, на два порядка мень-
шем, чем частотный состав деформационных 
смещений инструмента относительно заготов-
ки. Поэтому синтез управления выполняется в 
два этапа.  

На первом этапе выполняется разделение 
движений траекторий формообразующих 
движений на «медленные», лежащие в преде-
лах полосы пропускания серводвигателей с 
учетом «медленных» деформационных сме-
щений инструмента относительно заготовки и 
«быстрые» движения.  

Частотный состав «быстрых» движений 
определяется избирательными свойствами 
взаимодействующих подсистем деформаций 
инструмента и заготовки. Для подсистемы 
«медленных» движений на основе использо-
вания синергетической теории управления, в 
частности метода АКАР, разработанного  
А.А. Колесниковым [3, 4], синтезируются сис-
темы, обеспечивающие требуемые траектории 
формообразующих движений. Они определя-
ются исходя из точности обработки и опти-
мального значения скорости резания, при ко-
торой минимизируется интенсивность изна-
шивания инструмента. При этом учитывается, 

ммtP 0,1)0(  ммtP 0,2)0( 

)0(
Pt )( 20 lc 3V 1
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что подсистемы управления исполнительными 
элементами станка за счет динамической свя-
зи, формируемой процессом резания, стано-
вятся систеами связанного (векторного) 
управления. При этом динамическая связь 
есть не что иное, как модель сил резания, 
представленных в координатах состояния сис-
темы.  

На втором этапе осуществляется согласо- 
вание управляемых траекторий «медленных» 
движений со свойствами динамической сис-
темы резания. Учитывается, что траектории 
«медленных» движений, задающие техноло-
гические параметры системы, фактически яв-
ляются управляющими параметрами, измене-
ния которых варьируют свойства подсистемы 
«быстрых» движений.  

После согласования, синтезируемая мето-
дом АКАР, траектория формообразующих 
движений становится глобальным притяги-
вающим множеством. Разработанные матема-
тические модели и методика позволяют вы-
брать из множества допустимых траекторий 
«медленных» движений те, при которых под-
система «быстрых» движений становится 
асимптотически устойчивой, а, синтезирован-
ные методом АКАР, траектории являются 
глобальными аттракторами. Тем самым обес-
печивается условие синергетического взаимо-
согласования внешнего управления, напри-
мер, от системы ЧПУ с внутренней динамикой 
системой.  

 
Заключение 

 
Процесс обработки на металлорежущих 

станках представляет сложную единую и 
взаимосвязанную систему, в которой рассмот-
рение отдельных изолированных подсистем 
неправомерно. Она является эмерджентной. 
Приведенная методика синергетического сис-
темного синтеза процессами обработки на ме-
таллорежущих станках открывает новое на-
правление повышения эффективности процес-
сов обработки. При этом решается двуединая 
задача оптимизации, основанная на миними-
зации приведенных затрат на изготовление 
деталей, а также обеспечения требуемой точ-
ности изготовления деталей.  
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