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ТРЕХМЕРНЫЙ КОНЕЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ТЕМПЕРАТУРНОЙ, УПРУГОЙ И ТЕРМОУПРУГОЙ СОСТАВЛЯЮЩИХ 
В СВЯЗАННОЙ ЗАДАЧЕ ТЕРМОУПРУГОГИДРОДИНАМИКИ УЗЛОВ ТРЕНИЯ 

 
Сформулированы требования в конечному 

элементу для моделирования поля температур, уп-
ругого и термоупругого деформирования деталей 
узлов трения. Приведены основные соотношения 
для аппроксимации искомых параметров в двадца-
тиузловом конечном элементе трехмерной задачи. 
Кроме совместных функций формы введены также 
внеузловые несовместные функции формы третьего 
порядка. На серии тестовых примеров продемонст-

рированы преимущества квазисовместных аппрок-
симаций. Показано, что такой конечный элемент 
будет эффективен при решении задач термоупруго-
гидродинамики узлов трения. 
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моупругогидродинамики, поле температур, упругие 
деформации, термоупругие деформации, метод 
конечных элементов, функции формы, аппрокси-
мирующий полином, тестовые задачи. 
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THREE-DIMENSIONAL FINITE ELEMENT FOR MODELLING THERMAL, ELASTIC 

AND THERMOELASTIC COMPONENTS IN THE COUPLED PROBLEM OF FRICTION 
UNITS THERMOELASTICHYDRODYNAMICS 

 
The scheme for the solution of the coupled 

problem of friction units thermoelastichydrodynamics 
is given. It is noticed that one of the main ways for 
decreasing labor input of the task solution may be the 
choice of the rational finite element providing decision 
accuracy at a big aspect ratio. Twenty-nodal three-
dimensional finite element is chosen and in this finite 
element not only second order joint shape functions but 
also the third order out-of-node not joint shape func-

tions are used. By using some test examples for tem-
perature, elastic and thermoelastic problems the advan-
tages of such quasi-joint finite elements in comparison 
with joint ones are shown. 

Key words: friction units, problems of hermoe-
lastichydrodynamics, temperature field, elastic defor-
mations, thermoelastic deformations, finite element 
method, shape functions, approximating polynomial, 
test problems. 

 
         
Постановка задачи 

В Брянском государственном техни-
ческом университете развиваются [1 - 5] 
конечноэлементные методы расчета гид-
родинамики динамически нагруженных 
подшипников скольжения (ПС) на основе 
двухмерных уравнений Рейнольдса [6; 7]. 
В этих статьях изложены основные алго-
ритмы и варианты их реализации с учетом 
различных факторов, влияющих на гидро-
динамику ПС. В Роспатенте зарегистриро-
вана [4] первая версия комплекса про-
грамм BBFEM (Bearing Builder Finite 
Element Method), реализующая конечно-
элементные алгоритмы при недеформи-
руемых поверхностях ПС. Продолжается 
развитие методик расчетов гидродинамики 
ПС по нескольким направлениям. Одно из 

направлений развития – учет влияния уп-
ругой податливости поверхностей. Во вто-
рой версии комплекса программ BBFEM 
реализована описанная в статье [3] при-
ближенная методика учета податливости 
поверхностей. Выполняется подготовка к 
реализации третьей версии, в которой бу-
дет учтено неоднородное поле температур, 
а также упругие и термоупругие переме-
щения деталей ПС на основе трехмерного 
конечноэлементного моделирования. 
Опишем термоупругогидродинамическую 
задачу (ТУГД-задачу) подробнее на основе 
схемы (рис. 1). 

Здесь мы не приводим математиче-
ские формулировки отдельных задач. Для 
гидродинамической задачи такие форму-
лировки и их конечноэлементные вариан-
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ты приведены в работах [1-7]. Для темпе-
ратурной, упругой и термоупругой задач 
аналогичные формулировки описаны дос-
таточно подробно в монографиях [8; 9]. 

Опишем здесь только взаимосвязи трех 
задач и основные итерационные процеду-
ры, которые необходимо реализовать в 
ТУГД-задаче. 

 
Рис. 1. Схема взаимодействия трёх типов задач  

 
Если решать только гидродинамиче-

скую задачу (отыскание поля давлений в 
масляном слое при изотермических усло-
виях и недеформируемых поверхностях), 
то реализуются [1-7] следующие нелиней-
ные процедуры: поиск границ гидродина-
мического клина, обеспечение равновесия 
вала под действием внешней нагрузки и 
эпюры давлений. Если нагрузка на ПС ди-
намическая, то задача обычно дискретизи-
руется по временной координате и органи-
зуется переход от одного момента времени 
к другому по схеме одного из шаговых ме-
тодов. Этот цикл является внешним по от-
ношению к схеме, изображенной на рис. 1. 
Но часто условия нагружения в зоне гид-
родинамического контакта таковы, что по-
верхности трибоузла упруго деформиру-
ются от действия давлений. Также в мас-
ляном слое существенно повышается тем-
пература, причем поле температур может 
быть неоднородным. Это приводит к изме-
нению вязкости масла и значимым термо-
упругим деформациям поверхностей. Тре-
буется многократное решение указанных 
нелинейных задач в трехмерной постанов-
ке. Фактически гидродинамическая задача 
должна быть решена многократно, и тру-
доемкость решения такой ТУГД-задачи

возрастает во много раз. 
Для компьютерной реализации алго-

ритма должны быть предусмотрены меры 
по повышению его эффективности, в том 
числе за счет выбора рационального типа 
конечных элементов (КЭ) для температур-
ной и упругой (термоупругой) задач. Кро-
ме того, в трибоузлах часто имеются анти-
фрикционные слои, толщина которых зна-
чительно меньше их размеров в других на-
правлениях. Чтобы учесть при расчете 
свойства этих слоев, необходимо исполь-
зовать КЭ, допускающие большие соотно-
шения сторон без потери точности расче-
тов. При использовании квазисовместных 
аппроксимаций [10] можно эффективно 
разрешить эту проблему и снизить трудо-
емкость решения ТУГД-задачи более чем 
на порядок. Фактически появляется воз-
можность подойти к решению нового 
класса задач: центр внимания можно пере-
местить на более точное описание слоя 
жидкости с учетом неоднородности полей 
температур и деформаций. При этом мож-
но удовлетворить противоречивые требо-
вания к сеткам КЭ: площадку контакта 
разбивать из соображений точности расче-
та параметров взаимодействия и определе-
ния ее границ, объемные детали с тонкими 
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слоями можно моделировать малым коли-
чеством КЭ. 

 
Двадцатиузловой трехмерный  
конечный элемент с совместными и 
квазисовместными аппроксимациями 

Методика построения двадцатиузло-
вого трехмерного КЭ для решения темпе-
ратурной, упругой и термоупругой задач с 
совместными аппроксимациями достаточ-
но подробно описана в монографиях [8; 9]. 
Концепцию изопараметричности для ко-
ординат    grrr ...1  и перемещений 
   d ...1  произвольной точки элемен-
та можно отразить зависимостями 
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где })({pN i - совместные функции формы 
изопараметрических элементов; 
   mppp ...1  - криволинейные координа-
ты; }...{}{ 1 giii rrr   - векторы узловых коор-
динат; }...{}{ 1 diii    - векторы узловых 
перемещений; n  – число узлов элемента. 

Криволинейные координаты 
 mjp j 1  являются безразмерными 

переменными, изменяющимися на отрезке 
 1;1 , причем единичные значения эти 
координаты имеют на границах элемента. 
На рис. 2 изображен двадцатиузловой ко-
нечный элемент второго порядка в прямо-
угольной системе координат (рис. 2а) и он 
же в криволинейной системе координат 
(рис. 2б). На рис. 2а изображены также 
компоненты векторов поля перемещений и 
узловых степеней свободы произвольного 
по форме  элемента объемного тела. 

                               
                                                   а)                                                                                                 б) 

Рис. 2. Системы координат и перемещения произвольного по форме двадцатиузлового 
 конечного элемента в глобальной (а) и локальной (б) системах координат 

 
Каждая из функций формы 

 niN i 1  принимает значение, равное 
единице, в i -м узле и нулевые значения в 
остальных узлах элемента. Свойство со-
вместности означает, что у элементов с 
общей границей перемещения во всех ее 
точках будут совпадать, так как узловые 
перемещения этих элементов одни и те же. 
На каждой стороне изопараметрического 
элемента расположено определенное число 
узлов. Считается, что элемент имеет поря-
док s , если на его стороне расположено 

1s  узлов. Согласно рассмотренной ма-
тематической модели [8; 9] был построен 
совместный двадцатиузловой изопарамет-
рический элемент. Нумерация его узлов 
представлена на рис. 2б, функции формы 

приведены в табл. 1. Здесь i  10 , 

i  10 , i  10 . 
 

Таблица 1. 
 

Совместные функции формы двадцатиуз-
лового элемента 
 

Номера 
узлов i 

Функции формы Ni i  i  i  

1,2…8 
  8/000000  

 
1
 

1
 

1
 

9,11,13,15   4/1 2
00    

0 1
 

1
 

10,12,14,16   4/1 2
00    

1
 

0 1
 

17,18,19,20   4/1 2
00    

1
 

1
 

0 
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В квазисовместных КЭ [10] кроме 
приведенных в табл. 1 совместных функ-
ций формы использованы также для ап-
проксимации полей перемещений допол-
нительные функции формы 

  6/3*
1  N ,   6/3*

2  N  и 
  6/3*

3  N , связанные с внеузловыми 
внутренними степенями свободы элемен-
тов. Эти дополнительные функции формы 
нарушают совместное распределение пе-
ремещений на границах элементов и явля-
ются несовместными. Важно, что допол-
нительные функции формы содержат тре-
тьи степени относительных координат. В 
совместном КЭ перемещения представля-
ются полным полиномом второй степени и 
имеют некоторые дополнительные слагае-
мые из полиномов третьей и четвертой 
степеней. При введении дополнительных 
функций формы получаем полный поли-
ном третьей степени с дополнительными 
слагаемыми из полинома четвертой степе-
ни. Именно из-за повышения степени ап-
проксимации перемещений квазисовмест-
ный КЭ точнее совместного при том же 
количестве узлов. 

Таким образом, формулировка се-
мейства квазисовместных элементов мо-
жет быть представлена следующим обра-
зом: 
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где   pN j
*  - дополнительные несовмест-

ные функции формы, содержащие пере-
менные 1s

jp ;    **
1

* ... djjj    - векторы 
внеузловых перемещений, связанные с не-
совместными функциями; s , m  – порядок 
и размерность элемента. 

Итак, в квазисовместных элементах 
на совместное поле перемещений, выра-
женное через узловые степени свободы, 
наложено несовместное поле, отнесенное к 
внеузловым степеням свободы, а аппрок-
симация геометрической формы при этом 
остается прежней. Поскольку несовмест-
ное поле не связано с перемещениями уз-
лов, то несовместные функции формы во 

всех узлах КЭ обращаются в ноль. Окон-
чательно условия для назначения дополни-
тельных функций формы квазисовместных 
элементов можно выразить так: для эле-
ментов порядка s  в полиномиальном 
представлении функций )1(* mjN j   
должны содержаться члены с переменны-
ми 1s

jp ; необходимо, чтобы во всех узлах 

элемента функции *
jN  принимали нулевые 

значения. 
Общий вид матрицы жёсткости лю-

бого КЭ: 


)(

.]][[][][ )()()()(

eV

eeTee dvBDBK  

Матрица жёсткости для квазисовме-
стного конечного элемента, полученная в 
работе [10] путём минимизации полной 
энергии элемента и исключения внеузло-
вых перемещений, имеет вид 

].[][][][][ *1***)( KKKKK Te   
Отдельные блоки матрицы жёсткости 

элемента вычисляются по формулам 




 ,]][[][][ dJBDBK T  




 ,]][[][][ ** dJBDBK T  




 .]][[][][ **** dJBDBK T  

где   - единичная область элемента, соот-
ветствующая локальным координатам; 

 dddd  ; J - определитель матрицы 

Якоби; ][B и ][ *B  - матрицы производных 
соответственно совместных и несовмест-
ных функций формы по координатам. 

В результате имеем матрицу жёстко-
сти для двадцатиузлового квазисовместно-
го изопараметрического конечного эле-
мента такого же размера (60 на 60), что и у 
совместного элемента, а степень аппрок-
симации повышена до третьей. 

 
Тестирование двадцатиузлового  
конечного элемента с совместными и 
квазисовместными аппроксимациями 

Осуществлена программная реализа-
ция таких КЭ для температурной, упругой 
и термоупругой задач. То есть построены 
все матрицы, требуемые для решения этих 
задач, реализованы зависимости для при-
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ведения достаточно общих граничных ус-
ловий (распределенных по поверхности 
воздействий) к узловым значениям. Вы-
полнены проверки так называемых обяза-
тельных условий и решена система тесто-
вых задач, позволяющая сопоставить точ-
ность совместных и квазисовместных КЭ. 
Причем особое внимание уделялось выяв-
лению допустимого соотношения сторон 
КЭ, так как в узлах трения имеются тонкие 
антифрикционные слои. Кратко опишем 
результаты тестирования (часть тестовых 
расчетов выполнена инженером И.В. Ва-
сильченко). 

 

Поле температур в стержнях 
Решены две задачи о распределении 

температуры в стержне [11], результаты 
приведены на рис. 3. В первой задаче зада-
ны постоянная температура на левом кон-
це и конвективный теплоотвод по всей ос-
тальной поверхности стержня (рис. 3а). Во 
второй задаче задана постоянная темпера-
тура на левом конце, теплоизолирован 
правый конец стержня и задан конвектив-
ный теплоотвод по всей остальной поверх-
ности (рис. 3б). Полином третьей степени, 
реализованный в квазисовместном КЭ, та-
кие поля температур описывает точно. 

   
                                                  а)                                                                                          б) 

Рис. 3. Результаты тестирования задач о  поле температур в стержнях  
(сплошные линии – аналитическое решение, точки – результат решения МКЭ) 

 
Поле температур в трехслойном кольце 

Решена задача о распределении тем-
пературы в трёхслойном кольце с конвек-
тивным теплообменом на внешней и внут-
ренней поверхностях и теплоизолирован-

ной боковой поверхностью [11]. Схема 
представлена на рис. 4, а результаты тес-
тирования приведены в табл. 2. Видно, что 
задача решена точно. 

 

 
 

Рис. 4. Схема трехслойного кольца 
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Таблица 2. 
Результаты решения температурной задачи для трехслойного кольца 

 
Радиус R,  мм Аналитические значения 

температуры, C  
Значения температуры, полу-

ченные по МКЭ, C  
Погрешность  ,  % 

100 34,481 34,481 0,000259 
100,05 34,443 34,443 0,0001635 
100,1 34,253 34,2531 0,0002215 

100,35 34,064 34,0637 0,0001992 
100,6 17,35 17,3444 0,034 
125,3 3,654 3,65385 0,001527 
 

Задачи об изгибе стержней 
К правому концу консольно закреп-

лённой балки приложена сосредоточенная 
нагрузка [12-14]. Модель из одного два-
дцатиузлового КЭ показана на рис. 5. Для 
всех изложенных здесь тестовых задач по-
перечные размеры балки составляли 10 мм 
в высоту и 10 мм в ширину. Задача решена 

почти точно (погрешность менее процен-
та) при использовании  квазисовместного 
КЭ с отношением его длины к высоте от 
10:1 до 1000:1. Упругая линия балки явля-
ется уравнением третьего порядка от про-
дольной координаты y. Аппроксимация 
перемещений в указанных КЭ также явля-
ется функцией третьего  порядка. 

 
Рис. 5. Конечноэлементная модель консольно закрепленной балки из одного элемента 

 
На примере следующих тестовых за-

дач показаны преимущества использова-
ния квазисовместного элемента по сравне-
нию с совместным. К консольно закреп-
лённой балке приложена постоянная рас-
пределённая нагрузка интенсивностью q . 
Аналитическое решение для упругой ли-
нии [12; 14] является уравнением четвер-
той степени относительно продольной ко-
ординаты. Результаты расчёта для не-
скольких длин представлены в табл. 3. 
Видно, что при отношении длины стержня 
к его поперечному размеру 5:1 погреш-
ность сравнительно велика. Этот факт 
можно объяснить погрешностью представ-
ления такого объекта балкой. При увели-
чении длины балки погрешность модели-
рования совместным КЭ возрастает. 

А при моделировании квазисовместным 
КЭ погрешность мала даже при отношении 
сторон 10000:1. Значит, квазисовместный 
КЭ, в котором  аппроксимация перемеще-
ний является полиномом  третьей степени 
(с некоторыми составляющими от поли-
нома четвертой степени), рациональней 
применять при большем отношении сто-
рон КЭ. 

При моделировании задачи двумя 
конечными элементами (по продольной 
координате балки) совместный элемент 
также не позволяет получить решение с 
достаточной точностью. Результаты для 
двух конечных элементов приведены в 
табл. 4. Точность выше, чем при модели-
ровании одним КЭ, но все равно недоста-
точна. 
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Таблица 3. 
Результаты расчёта перемещений по модели из одного конечного элемента для консольно 

закрепленной балки, нагруженной равномерной нагрузкой 
 

Длина балки 
L, мм 

Аналитические значе-
ния перемещений, мм 

Совместный КЭ: 
перемещения, мм 

Квазисовместный 
КЭ: перемещения, 

мм 

 совм, 
% 

 кв.совм, 
% 

50 0,0047 0,003868 0,004924 17,709 4,757 
100 0,075 0,054 0,076 28,533 1,2 
200 1,2 0,815 1,204 32,042 0,311 
500 46,875 31,439 46,898 32,93 0,05 
1000 750 500,397 750,094 33,28 0,013 

10000 7500000 4992000 7482000 33,438 0,241 
 

Таблица 4. 
Результаты расчёта по модели из двух конечных элементов 

 
Длина бал-

ки L, мм 
Аналитические значе-
ния перемещений, мм 

Один совместный КЭ: 
перемещения, мм 

 совм, 
% 

Два совместных КЭ: 
перемещения, мм 

 совм, 
% 

50 0,0047 0,003868 17,709 0,004797 2,074 
100 0,075 0,054 28,533 0,071 4,683 
200 1,2 0,815 32,042 1,107 7,782 
500 46,875 31,439 3,.93 42,676 8,957 
1000 750 500,397 33,28 681,435 9,142 

10000 7500000 4992000 33,438 6803000 9,289 
 
Если к консольно закреплённой бал-

ке приложена линейно убывающая распре-
делённая нагрузка (рис. 6а), то уравнение 
упругой линии [12; 14] является уравнени-
ем пятого порядка относительно продоль-
ной координаты. Поэтому одним КЭ такую 
задачу моделировать нельзя. Конечноэле-

ментное моделирование проводится двумя, 
последовательно соединёнными элемента-
ми. Результаты приведены в табл. 5. Вид-
но, что квазисовместные КЭ моделируют 
эту задачу точнее, чем совместные. Вы-
полнены также расчеты при моделирова-
нии тремя КЭ, результаты точнее. 

 

         
                                                  а)                                                                                          б) 

Рис. 6. Расчётные схемы консольно закрепленной балки, нагруженной распределенной 
нагрузкой по линейному закону (а) и по закону второго порядка (б) 

 
Таблица 5. 

Результаты расчёта по схеме на рис. 6а для модели из двух конечных элементов 
 

Длина бал-
ки L, мм 

Аналитические значе-
ния перемещений, мм 

Два совместных КЭ: 
перемещения, мм 

Два квазисовместных 
КЭ: перемещения , мм 

 совм, 
% 

 кв.сов
м, % 

50 0,007187 0,006953 0,007175 3,255 0,17 
100 0,12 0,102 0,109 14,757 8,826 
200 1,84 1,576 1,73 14,359 5,979 
500 7,88 60,663 67,356 15,605 6,294 
1000 1150 968,372 1077 15,794 6,332 
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Если к консольно закреплённому 
брусу приложена квадратично убывающая 
распределённая нагрузка (рис. 6б), то 
уравнение упругой линии является урав-
нением шестой степени относительно про-
дольной координаты [12; 14]. Поэтому ко-

нечноэлементное моделирование прово-
дится тремя последовательно соединён-
ными элементами. Результаты тестирова-
ния приведены в табл. 6. Заметны пре-
имущества квазисовместных КЭ. 

Таблица 6. 
Результаты расчёта по схеме на рис. 6б для модели из трёх конечных элементов 

 
Длина балки 

L, мм 
Аналитические значе-
ния перемещений, мм 

Три совместных КЭ: 
перемещения, мм 

Три квазисовместных 
КЭ: перемещения, мм 

 совм, 
% 

 кв.совм, 
% 

50 0,007187 0,007277 0,007333 1,255 2,025 
100 0,12 0,11 0,112 8,707 6,823 
200 1,84 1,707 1,768 7,251 3,903 
500 71,88 65,838 68,846 8,406 4,221 
1000 1150 1051 1101 8,6 4,259 
 

Задачи о трубе под воздействием  
давлений 

Решены три задачи о трубе, на кото-
рую действуют внешние (рис. 7а), внут-
ренние (рис. 7б) и оба этих вида (рис. 7в) 
давлений [15]. Конечноэлементная модель 

1/8 трубы представлена на рис. 7г. По 
толщине трубы взят всего один слой ква-
зисовместных КЭ. Погрешности решения 
таких задач не превышали 1 %. Квазисов-
местные КЭ хорошо моделируют такие 
задачи. 

       
                       а)                                          б)                                             в)                                                  г) 

Рис. 7. Расчётная схема трубы под действием внешних (а), внутренних (б) давлений и при совместном 
их  действии (в), а также конечноэлементная модель трубы (г) 

 
Термоупругая задача о нагреве  
биметаллической (двухслойной) трубы 

Рассмотрены случай равномерного 
нагрева биметаллической трубы [15] и 
конвективного теплообмена на внутренней 
и внешней поверхностях. Схема представ-
лена на рис. 8а, результаты решения этих 
двух вариантов задачи - на рис. 8б и 8в со-
ответственно. Погрешность моделирова-
ния задачи квазисовместными КЭ не пре-
вышает 1 %. 

 
Выводы 

Результаты сравнительного тестиро-
вания показывают, что квазисовместный 
КЭ превосходит совместный КЭ по точно-

сти моделирования нескольких типов за-
дач. Этот элемент, как и предполагалось 
при его построении, позволяет повысить 
точность решения задач об изгибе балок. 
При решении других типов задач этот КЭ 
также показал высокую точность. Важно, 
что точность решения сохраняется для 
больших отношений сторон КЭ. Можно 
надеяться, что применение такого КЭ в 
ТУГД-задаче позволит повысить эффек-
тивность решения: сохранится точность 
при моделировании деталей трибоузла 
крупными конечноэлементными сетками. 
В целом трудоемкость решения ТУГД-
задачи может существенно снизиться. 
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                   а)                                                             б)                                                                              в)   

Рис. 8. Схема рассчитываемой трубы (а) и результаты расчетов термоупругих перемещений при зада-
нии конвективного теплообмена на внутренней (б) и внешней (в) поверхности 
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