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Разработан способ определения тепловых 

смещений шпиндельных узлов, оказывающих наи-
более существенное влияние на параметрическую 
надежность технологического оборудования, ис-
пользуемого в современном машиностроительном 
производстве. На основе выполненных экспери-
ментальных и теоретических исследований по-

строена полуэмпирическая полиномиальная мате-
матическая модель для определения тепловых 
смещений шпиндельных узлов расчетным путем. 
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формообразующий узел, шпиндельный узел, тех-
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DEFINITION OF THERMAL DISPLACEMENTS IN SHAPING  

OF MANUFACTURING EQUIPMENT UNITS  
 

The paper is devoted to the development of a 
method for the thermal displacement definition of 
spindle units having the most significant impact upon 
parameter reliability of manufacturing equipment used 
in modern mechanical engineering.  

Investigation methods: thermal displacement 
measurements of spindle units at fixed timing accord-
ing to a special procedure; the approximation of ther-
mal displacement functions obtained in an experimen-
tal way by a polynomial of the fourth degree through 

the least-squares method with the factor computation 
based on the use of matrix factorization.  

On the basis of experimental and theoretical in-
vestigations there is formed a semi-empirical poly-
nomial mathematical model for the thermal displace-
ment definition of spindle units in manufacturing 
equipment by a calculation method.  

Key words: thermal displacements, shaping 
unit, spindle unit, manufacturing equipment. 

 
Введение 

Минимизация тепловых смещений и 
устойчивость к тепловым воздействиям 
формообразующих узлов технологическо-
го оборудования является важнейшим ус-
ловием обеспечения его параметрической 
надежности, которой придается первосте-
пенное значение в современном машино-
строительном производстве [1; 2; 6]. 

Наиболее ответственными и одно-
временно самыми теплонагруженными 

формообразующими узлами технологиче-
ского оборудования являются шпиндель-
ные узлы, имеющие  интенсивные источ-
ники теплообразования, тепловые смеще-
ния которых в процессе эксплуатации мо-
гут достигать значений, превосходящих 
допустимые отклонения параметров точ-
ности изготавливаемых деталей и приво-
дящих к недопустимым погрешностям об-
работки [3; 7]. 

 
Построение математической модели для определения тепловых смещений шпиндель-
ных узлов технологического оборудования 

Анализ используемых в настоящее 
время методов исследования и оценки теп-
ловых смещений шпиндельных узлов тех-
нологического оборудования показывает, 
что экспериментальные методы хотя и по-
зволяют получать достаточно достоверные 
результаты, но отличаются повышенной 
трудоёмкостью, а расчётным методам 
свойственны существенные ошибки и не-

точности вследствие необходимости при-
нятия различного рода допущений из-за 
сложного характера (случайной природы) 
и недостаточной изученности протекаю-
щих в технологическом оборудовании те-
пловых процессов. 

Поэтому для определения тепловых 
смещений шпиндельных узлов технологи-
ческого оборудования предлагается рас-
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смотреть целесообразность применения 
полуэмпирических математических моде-
лей, разрабатываемых на основе использо-
вания обобщенных результатов экспери-
ментальных исследований с учетом физи-
ческой природы протекающих в дейст-
вующем оборудовании тепловых процес-
сов. 

При разработке математической мо-
дели необходимо учитывать разнообразие 
режимов и условий эксплуатации универ-
сального технологического оборудования 
и изменяющийся в связи с этим характер 
тепловых смещений шпиндельных узлов, 
для описания которых в большинстве слу-
чаев используются экспоненциальные за-
висимости, что справедливо для монотон-
ного (непрерывного) режима работы обо-
рудования. Однако при прерывистом (пе-
ременном) режиме работы технологиче-
ского оборудования, обусловленном за-
планированными и незапланированными 
остановками и изменяющимися в широких 
диапазонах значений режимами резания, 

для описания тепловых смещений шпин-
дельных узлов более обоснованным явля-
ется  применение полиномиальных зави-
симостей. 

Рассмотрим пример составления по-
луэмпирической математической модели 
для определения тепловых смещений уни-
версальных токарных станков, как наибо-
лее распространенного в машинострои-
тельном производстве технологического 
оборудования. 

Фактором, оказывающим самое су-
щественное влияние на процесс теплооб-
разования шпиндельного узла и его тепло-
вые смещения, является частота вращения 
шпинделя, которая на универсальных 
станках изменяется в широком диапазоне 
значений [4; 8; 9]. 

Как уже отмечалось выше, при опи-
сании тепловых смещений наиболее уни-
версальной представляется математиче-
ская модель, основанная на полиномиаль-
ной зависимости вида 

𝑓𝑓(𝜏𝜏) = 𝐶𝐶0 + 𝐶𝐶1𝜏𝜏 + 𝐶𝐶2𝜏𝜏2 + ⋯+ 𝐶𝐶𝑛𝑛𝜏𝜏𝑛𝑛 = 𝐶𝐶0 + �С𝑖𝑖𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=0

, 

где τ - время; Сi - коэффициенты полино-
ма; n - степень полинома. 

Поскольку тепловые смещения оце-
ниваются в функции времени τ, то для по-
строения математической модели требует-
ся определить величины смещений шпин-
деля в некоторые фиксированные моменты 
времени τi, после чего получить функцию 
для всего диапазона изменения τ.  

В результате экспериментальных ис-
следований накапливается определенное 
множество реализаций тепловых смеще-
ний шпинделя при различных частотах его 
вращения. Каждая реализация описывается 
функциями x=f(τ) и y=f(τ), где х и у - ради-
альные смещения соответственно в гори-
зонтальном и вертикальном направлениях. 

На рисунке представлены получен-
ные в результате экспериментальных ис-
следований реализации тепловых смеще-
ний в функции времени по координатным 
осям x (а) и y (б), а также в плоскости XOY 
(в) токарно-винторезного станка мод. 
16К20ВФ1 при частоте вращения шпинде-
ля n=400 мин-1. На рисунке г приведена 

фотография теплового тренда круговых 
траекторий движения оси шпинделя в 
плоскости XOY, иллюстрирующая величи-
ну и характер смещения за первые 60 мин 
(через каждые 10 мин) непрерывной рабо-
ты шпиндельного узла при n=400 мин-1. 
Общее время наблюдений составило 250 
мин. Смещения круговых траекторий из-
меряли по специально разработанной ме-
тодике [3] с интервалами ∆τ = 5, 10, 15 
мин, при необходимости увеличивая их по 
мере роста продолжительности наблюде-
ний и снижения интенсивности тепловых 
смещений. 

В результате теоретических исследо-
ваний было установлено, что функции х 
=f(τ) и у=f(τ) целесообразно аппроксими-
ровать полиномом четвертой степени по 
методу наименьших квадратов: 

            𝑓𝑓(𝜏𝜏) = 𝐶𝐶0 + ∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖𝜏𝜏𝑖𝑖4
𝑖𝑖=1 .  

 
Построение полиномиальной мате-

матической модели для определения теп-
ловых смещений шпиндельного узла имеет 
особенности, связанные с выбором 
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средств, позволяющих наиболее адекватно 
описывать исследуемый процесс. 

Согласно [5], в общей задаче аппрок-
симации по методу наименьших квадратов 
один из наиболее надежных методов вы-
числения коэффициентов основан на мат-
ричной факторизации (сингулярном раз-
ложении). Поэтому при разработке поли-
номиальной математической модели была 
использована программа SVD-
сингулярного разложения матрицы, описа-
ние которой приведено в работе [5]. 

Следует отметить, что есть другие спо-
собы решения задачи нахождения коэффи-
циентов полинома, в том числе требующие 
меньшего машинного времени и объема 
памяти, но они менее эффективны с точки 

зрения учета ошибок исходной информа-
ции, округления и, главное, точности ре-
зультатов вычислений. Более того, про-
грамма SVD обладает важным достоинст-
вом в смысле машинной независимости. 

Вычисления, связанные с аппроксима-
цией функции и определением коэффици-
ентов полинома для каждой конкретной 
частоты вращения шпинделя, могут произ-
водиться с помощью разрабатываемых 
специальных подпрограмм [5]. 

После выполнения преобразований ре-
зультатом аппроксимации тепловых сме-
щений шпиндельного узла для любого 
произвольного значения n, находящегося в 
пределах диапазона регулирования часто-
ты вращения шпинделя, является функция 

 

𝑓𝑓(𝜏𝜏) = 𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶2(𝜏𝜏−𝐶𝐶𝐶𝐶)
𝑍𝑍𝑍𝑍

+ 𝐶𝐶3 �
(𝜏𝜏−𝐶𝐶𝐶𝐶)
𝑍𝑍𝑍𝑍

�
2

+ 𝐶𝐶4 �
(𝜏𝜏−𝐶𝐶𝐶𝐶)
𝑍𝑍𝑍𝑍

�
3

+ 𝐶𝐶5 �
(𝜏𝜏−𝐶𝐶𝐶𝐶)
𝑍𝑍𝑍𝑍

�
4

= 𝐶𝐶1 + ∑ �(𝜏𝜏−𝐶𝐶𝐶𝐶)
𝑍𝑍𝑍𝑍

�
𝑖𝑖−1

.5
𝑖𝑖=2   

Рис. Отдельные реализации тепловых смещений шпиндельного узла при n=400мин-1: а - по оси x;  
б - по оси y; в - в плоскости XOY; г - смещение траекторий движения оси шпинделя за τ=60 мин 

 
Специфика составления массива ко-

эффициентов в подпрограмме требует, 
чтобы пять коэффициентов полинома чет-
вертой степени получили номера не с С0 
по С4, а с C1 по С5 . После определения ко-
эффициентов полинома С1-С5  и норми-

рующих параметров СН и ZN для заданной 
частоты вращения шпинделя математиче-
ская модель тепловых смещений принима-
ет конкретный вид. Например, для значе-
ния n=400 мин-1 функция х = f(τ) принима-
ет вид 

 
    𝑥𝑥 = 7,711 − 1,718(𝜏𝜏−125)

36
− 0,0848 �𝜏𝜏−125

36
�

2
+ 0,198 �𝜏𝜏−125

36
�

3
− 0,00856 �𝜏𝜏−125

36
�

4
.                  (1) 

Для функции y=f(τ) при том же значении n получим: 
       𝑦𝑦 = 56,1 − 8,985(𝜏𝜏−125)

36
− 1,425 �𝜏𝜏−125

36
�

2
+ 0,0516 �𝜏𝜏−125

36
�

3
− 0.00856 �𝜏𝜏−125

36
�

4
.                  (2) 

Для аппроксимации величины тепло-
вых смещений шпиндельного узла в за-
данные промежутки времени в выражения 
(1) и (2) подставляются соответствующие 
значения τi. 

Полином четвертой степени позволя-
ет с достаточной точностью аппроксими-

ровать тепловые смещения шпиндельного 
узла. Погрешность аппроксимации опре-
деляется по формуле 

𝑅𝑅 = �∑ [𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑓𝑓(𝜏𝜏𝑖𝑖)]2𝑚𝑚
𝑖𝑖=1 ,   

   
где хi - экспериментальное значение пара-
метра, характеризующего тепловое сме-
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щение, в момент времени τi; f(τi)-  расчет-
ное значение параметра; т  - количество 

точек.

  
Заключение 

Описание функций x=f(τ) и y=f(τ) 
выражениями, аналогичными (1) и (2), при 
любых значениях частоты вращения 
шпинделя (независимо от режимов работы 
технологического оборудования) позволя-

ет использовать их в качестве полуэмпи-
рических математических моделей для оп-
ределения тепловых смещений шпиндель-
ных узлов при любом характере этих сме-
щений.
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