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Аннотация. Описана разработанная математическая модель – раскрашенная сеть Петри с многоцвет-
ными метками. Модификация данной сети Петри заключается в наличии в ней меток, содержащих одновре-
менно несколько цветов, где каждый цвет представляет собой отдельный параметр или переменную. Предло-
жен алгоритм функционирования раскрашенной сети Петри с многоцветными метками, являющийся модифи-
кацией алгоритма для обычной раскрашенной сети Петри. В рассматриваемой сети Петри матрицы инци-
дентности и маркировка являются блочными матрицами, при этом каждая метка в матрице маркировок пред-
ставлена в виде вектор-столбца. Отличие от обычных раскрашенных сетей Петри заключается в том, что 
цвета в метке, не являющиеся разрешающими для срабатывающего перехода, будут сохранены в этой метке, 
а разрешающие цвета будут изменяться по правилам работы обычной раскрашенной сети Петри. Раскрашен-
ные сети Петри с многоцветными метками могут использоваться при моделировании динамических систем, 
где требуется единовременная передача двух и более значений параметров при выполнении условий срабатыва-
ния перехода. Например, при моделировании работы склада и его внутренних процессов, для моделирования си-
стем управления маршрутами Ж/Д или автотранспорта и др. 
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Abstract. This paper describes a developed mathematical model – a coloured Petri net with multicolour marks. This 
Petri net is modified by having marks containing multiple colours simultaneously, where each colour represents a sepa-
rate parameter or variable. The work proposes an algorithm for operating a coloured Petri net with multicolour marks, 
which is a modification of the algorithm for a standard coloured Petri net. In this Petri net, the incidence matrices and 
markings are block matrices, with each mark in the marking matrix represented as a column vector. The difference from 
standard coloured Petri nets is that the colours in a label that are not permissive for the triggered transition will be stored 
in this label, while permissive colours will change according to the operating rules of a standard coloured Petri net. 
Coloured Petri nets with multi-colour labels can be used to model dynamic systems that require the simultaneous trans-
mission of two or more parameter values when the transition trigger conditions are met for example, when modelling 
warehouse operations and their internal processes, or for modelling rail or truck route control systems, etc. 
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Введение 
 

Для изучения, анализа или проектирования динамических систем и процессов приме-
няют различные математические модели. Примером таких моделей являются сети Петри. Они 
позволяют моделировать асинхронность и недетерминизм параллельных, независимых собы-
тий, параллелизм конвейерного типа, конфликтные ситуации между процессами. Их можно 
использовать для моделирования систем, которые состоят из множества взаимодействующих 
друг с другом компонентов. Например, для моделирования систем управления автотранспор-
том, для моделирования складских и других логистических процессов. Одной из особенностей 
сетей Петри является наглядность представления моделируемого процесса. Это отмечается во 
многих работах, где применяется моделирование на основе сетей Петри, например, в работе 
Луиса Сесара Маркеса Де Васконселоса «Генерация трасс для моделирования «Vanets» с по-
мощью раскрашенных сетей Петри» [1] или Жозе Элунда «Моделирование с несколькими 
ограничениями гибкой производственной системы». [2] 

Существует множество вариаций сетей Петри. Раскрашенные или цветные сети Петри в 
настоящее время являются одними из наиболее популярных и широко применяемых на прак-
тике моделей сетей Петри. [3] 

Их используют, например, для имитационного моделирования дискретных бизнес-про-
цессов [4], для имитационного моделирования производственных задач с целью эффективного 
и рационального использования компьютерного оборудования [5], для создания моделей 
управления парком автономных транспортных средств, систем их эксплуатации и обслужива-
ния [6 – 9]. Для редактирования, моделирования и анализа раскрашенных сетей Петри была 
создана среда CPN Tools. Её возможности были использованы для моделирования информа-
ционно-телекоммуникационной системы предприятий [10, 11], верификации систем управле-
ния доступом [12] и моделирования интеллектуальных систем управления [13]. 

В раскрашенных сетях Петри существует несколько типов меток, содержащих в себе 
значения, которые обычно называют «цветом». Вместо цвета меткам могут быть приписаны 
значения, обладающие сложной внутренней структурой, т.е. относящиеся к сложным типам 
данных, и эти значения могут быть использованы в условиях срабатывания  
переходов [14 – 16]. 

Особенностью обычной раскрашенной сети Петри является возможность различать 
виды меток, которые в ней используются, однако у каждой метки может быть только одно 
значение. По этой причине метка может передавать по сети один параметр, что не всегда 
удобно, так как в некоторых моделях требуется передача сразу нескольких параметров. 

Целью является описание новой математической модели – раскрашенной сети Петри с 
многоцветными метками, в которой реализована возможность существования меток, храня-
щих в себе несколько цветов, и их связанная передача по сети. 

Рассматриваемая в работе раскрашенная сеть Петри с многоцветными метками позво-
ляет присвоить одной метке одновременно несколько значений, каждое из которых будет ис-
пользоваться в процессе работы сети. Данную модификацию можно применить для модели-
рования динамических систем, где требуется совместная передача значений нескольких пара-
метров или переменных, например, для моделирования работы склада и его внутренних про-
цессов [16], при моделировании систем управления маршрутами Ж/Д или автотранспорта. 
 

Определение раскрашенной сети Петри с многоцветными метками 
 

Раскрашенная сеть Петри с многоцветными метками (PNMC – Petri nets multicolor), со-
стоящая из n  позиций, m переходов и дуг d  цветов, задаётся 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = (𝑃𝑃,𝑇𝑇,𝐶𝐶,𝑅𝑅−,𝑅𝑅+,𝜇𝜇0), 
где 1 2{ , ,..., }nP p p p=  – конечное непустое множество позиций, 1 2{ , ,..., }mT t t t=  – конечное 
непустое множество переходов, 1 2{ , ,..., }dC c c c=  – конечное непустое множество цветов, R−  
и R+ – матрицы инцидентности дуг, входящих в переходы и выходящих из переходов,  
𝜇𝜇0 – начальная маркировка сети Петри. 
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Структура PNMC задается блочными матрицами инцидентности для каждого цвета 

1 2[ , ,..., ]T
dR R R R− − − −= , 1 2[ , ,..., ]T

dR R R R+ + + += . 
В каждой позиции ( 1,..., )ip i n=  могут находится одна или несколько многоцветных ме-

ток. Многоцветная метка имеет следующую структуру: 
1 2

[0,...,1 ,0,...,1 ,...,1 ,...,0]
k

T
d d dM =  , где 

𝑀𝑀 ∈ 𝑅𝑅𝑑𝑑; 1 2, ,..., kd d d  соответствуют цветам, содержащимся в метке. 
Начальная маркировка 𝜇𝜇0 является блочной матрицей. Каждый i -ый блок матрицы со-

ответствует конкретной позиции ip  и в нём содержатся все многоцветные метки, находящи-
еся в данной позиции. 

Раскрашенная сеть Петри с многоцветными метками функционирует по следующему ал-
горитму. 

1. Пусть 𝜇𝜇τ – текущая маркировка сети Петри. Переходы ( 1,..., )jt j m=  проверяются на 
возможность срабатывания. Переход jt  разрешён, если при 𝜇𝜇τ выполняется следующее усло-
вие 𝜇𝜇τ

𝑢𝑢 ≥ 𝑒𝑒𝑗𝑗 ⊗ 𝑅𝑅−, где [0,...,1 ,...,0]j je = , а 𝜇𝜇τ
𝑢𝑢 – матрицы, содержащие все возможные сочета-

ния вектор-столбцов из каждого блока матрицы 𝜇𝜇τ. Операция «⊗ » – произведение вектор-
строки je  на блочную матрицу R− . Если разрешённого перехода нет – работа сети Петри 
прекращается. 

2. Срабатывает разрешённый переход jt . Если таких переходов несколько, выбирается 
случайный. Для определения позиций, из которых уйдут метки, необходимо выполнить умно-
жение вектор-строки [1,1,1,...,1 ]d  на je R−⊗ . Результатом будет вектор-строка 

1 2
[0,...,1 ,1 ,...,1 ,...,0]

hx x x , где 1 2, ,..., hx x x  соответствуют номерам позиций, из которых перейдут 
метки. Если полученная вектор-строка содержит несколько единиц, необходимо разбить её на 
отдельные вектор-строки, содержащие одну единицу в каждой. Количество данных вектор-
столбцов будет отображать количество новых появившихся меток. 

3. Для определения позиций, в которые перейдут метки, необходимо выполнить умно-
жение вектор-строки [1,1,1,...,1 ]d  на je R+⊗ . Результатом будет вектор-строка 

1 2
[0,...,1 ,1 ,...,1 ,...,0]

ly y y , где 1 2, ,..., ly y y  соответствуют номерам позиций, в которые перейдут 
метки. Если полученная вектор-строка будет содержать несколько единиц, необходимо раз-
бить её на отдельные вектор-строки, содержащие одну единицу в каждой. 

4. Определяются новые многоцветные метки. Для этого необходимо получить вектор-
столбец, показывающий, какой цвет изменится у каждой метки, совершившей переход:  

( ) [0,...,1 ,...,0]
q

T
j xM e R− −= ⊗ ⋅ , где qx  указывает на позицию, в которой в данный момент 

находится метка.  
На следующем шаге необходимо получить вектор-столбец, показывающий, какой цвет 

появится у метки, совершившей переход:  
( ) [0,...,1 ,...,0]

e

T
j yM e R+ += ⊗ ⋅ , где ey  указывает на позицию, в которой в данный момент 

находится метка. 
Новая метка 'M  вычисляется по формуле: 

'M M M M− += − + . 
5. Следующим этапом будет получение новой матрицы маркировок μτ+1. Для этого из μτ 

необходимо удалить вектор-столбец, отвечающий за метку, совершившую переход из блока, 
соответствующего позиции

qxp , и добавить его в блок, соответствующий позиции
eyp . После 

выполнения данного действия необходимо перейти к п. 1. 
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Описание работы раскрашенной сети Петри с многоцветными метками на примере 
конкретной сети 

 
Рассмотрим пример функционирования раскрашенной сети Петри с многоцветными мет-

ками по приведённому выше алгоритму. Пусть дана некоторая распределенная система, пред-
ставленная с помощью сети Петри, состоящей из 5 позиций, 4 переходов и дуг 7 цветов, т.е.: 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7{ , , , , }, { , , , }, { , , , , , , }P p p p p p T t t t t C c c c c c c c= = = . 
Данная сеть Петри представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Пример сети Петри с многоцветными метками 

Fig. 1. Example of a Petri net with multicolored labels 
 

Структура сети Петри задается блочными матрицами инцидентности для каждого цвета: 
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7[ , , , , , , ] , [ , , , , , , ]T TR R R R R R R R R R R R R R R R− − − − − − − − + + + + + + + += = . 

Начальное состояние – блочной матрицей начальной маркировки μ0. Матрицы инци-
дентности сети Петри имеют вид: 
 

1 2 3 4

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

; ; ; ;
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

R R R R− − − −

       
       
       = = = =
       
       
       

 

5 6 7

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

; ; ;
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

R R R− − −

     
     
     = = =
     
     
     

 

1 2 3 4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

; ; ; ;
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

R R R R+ + + +

       
       
       = = = =
       
       
       

 

42



  

 

 

5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

; ; ,
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

R R R+ + +

     
     
     = = =
     
     
     

 

где ( , )dR i j−  – вес дуги от ip к jt  для k -го цвета; ( , )dR i j+  – вес дуги от jt к ip  для k -го цвета. 
Начальная маркировка μ0 имеет вид: 

0

1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0

µ

            
            
            
            
            =             
            
            
            
                        

0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

    
    
    
    
    
    
    
    
    
        

 

Опишем процесс функционирования сети: 
1. В данный момент в позиции 1p  находятся 4 двухцветные метки. Проверим возмож-

ность срабатывания переходов. Для этого воспользуемся условием 𝜇𝜇τ
𝑢𝑢 ≥ 𝑒𝑒𝑗𝑗 ⊗ 𝑅𝑅− . В данном 

случае 𝜇𝜇0𝑢𝑢 будет сравниваться с je R−⊗  поэтапно, т.е. будут рассмотрены все возможные со-
четания вектор-столбцов из каждого блока матрицы 𝜇𝜇0. 

Переход 1: 

[ ]1
0

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 ;0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≥ ⊗ = ≥   
   
   
   
      

 

[ ]2
0

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 ;0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≥ ⊗ = ≥   
   
   
   
      

 

[ ]3
0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 ;0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≠ ⊗ = ≠   
   
   
   
      
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[ ]4
0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≠ ⊗ = ≠   
   
   
   
      

 

Переход 2: 

[ ]1
0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 ;0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≠ ⊗ = ≠   
   
   
   
      

 

[ ]2
0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 ;0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≠ ⊗ = ≠   
   
   
   
      

 

[ ]3
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 ;0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≥ ⊗ = ≥   
   
   
   
      

 

[ ]4
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rµ −

   
   
   
   
   ≥ ⊗ = ≥   
   
   
   
      

 

По правилу срабатывания переходов активными могут быть переходы 1t  и 2t . Пусть сра-
ботает переход 1t . 

2. Определим позицию, из которой уйдёт метка при срабатывании перехода 1t . Для этого 

умножим [1,1,1,1,1,1,1]  на [ ]1 0 0 0 R−⊗  : 
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[ ] [ ]

1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1,1,1,1,1,1,1 1,0,0,0,0 .0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 
 
 
 
 ⋅ = 
 
 
 
  

 

Так как единица в получившейся вектор-строке [ ]1,0,0,0,0 стоит на 1 позиции, метка уй-
дёт из 1p .  

3. Определим, в какую позицию перейдёт метка при срабатывании перехода 1t . Для этого 

умножим [ ]1,1,1,1,1,1,1  на [ ]1 0 0 0 R+⊗ : 

[ ] [ ]

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0

1,1,1,1,1,1,1 0,1,0,0,0 .0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 
 
 
 
 ⋅ = 
 
 
 
  

 

Так как единица в получившейся вектор-строке [ ]0,1,0,0,0  стоит на 2 позиции, метка 
перейдёт в 2p . 

4. Определим цвет, который изменится у метки. Для этого умножим [ ]1 0 0 0 R−⊗  

на [ ]1,0,0,0,0 T , так как метка совершает переход из позиции 1p : 
1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0

.0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

   
                ⋅ =                
      

 

Определим цвет, который приобретёт метка. Для этого умножим [1 0 0 0] R+⊗  на 

[ ]0,1,0,0,0 T , так как метка совершает переход из позиции 2p : 
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1

.0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

   
                ⋅ =                
      

 

Получаем новую многоцветную метку: 
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1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 1

.0 0 0 0 0
1 0 1 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

         
         
         
         
         − = + =         
         
         
         
                  

 

5. Новая матрица маркировок примет следующий вид: 

1

1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0

µ

            
            
            
            
            =             
            
            
            
                        

0
0

.0
0
0
0

  
  
  
  
  
  
  
  
  
    

 

 
Рис. 2. Пример сети Петри с многоцветными метками после срабатывания перехода 1t  

Fig. 2. Example of a Petri net with multicolored labels after a transition is triggered 1t  
 

После получения матрицы маркировок 𝜇𝜇1 переходим к п.1 алгоритма, описанного выше. 
 

Заключение 
 

В данной работе был описан алгоритм функционирования разработанной раскрашенной 
сети Петри с многоцветными метками и её преимущество над обычной раскрашенной сетью 
Петри. Различие заключается в том, что в разработанной сети метки имеют одновременно не-
сколько цветов, что позволяет передавать несколько значения связанно. Данная особенность 
может пригодиться для моделирования динамических систем, где требуется совместная пере-
дача нескольких параметров. Например, при моделировании работы склада и его внутренних 
процессов, при моделировании систем управления маршрутами Ж/Д или автотранспорта. 
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