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МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРУГОГО КОНТАКТА ТЕЛ  
С РЕГУЛЯРНЫМ МИКРОРЕЛЬЕФОМ 

 
Рассмотрены модели контактного взаимо-

действия упругих тел, имеющих на своих поверх-
ностях микрорельеф. На основании решения пе-
риодических контактных задач получены аналити-
ческие выражения, позволяющие рассчитать ос-
новные контактные характеристики (контактные 
давления, фактическую площадь контакта, зазор 
между поверхностями) в зависимости от геометри-
ческих параметров контактирующих поверхностей 

для двух типов микрорельефа: пространственной 
системы сферических выступов и периодического 
двумерного микрорельефа. Приведено сравнение 
полученных зависимостей с приближенными ре-
шениями, а также с расчетами по теории Герца.  

Ключевые слова: микрорельеф, периодиче-
ская контактная задача, теория Герца, контактная 
жесткость, фактическая площадь контакта. 
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ELASTIC CONTACT MODELING OF SOLIDS WITH STANDARD MICRORELIEF 

  
In the paper there are considered results of con-

tact problems modeling an elastic contact of surfaces 
one of which has a microrelief and the second has low 
Young module. Two different kinds of a micro-relief 
are considered:  

a spatial system of spherical projections with an 
equal radius and a height and a two-dimensional peri-
odic micro-relief of the surface with an arbitrary shape 
presented by Fourier even series. Analytical depen-
dences allowing the computation of an actual area 
(length) of a contact and surfaces displacement are 
presented. The comparison of the results with precise 
numerical calculations and Hertz theory is shown. A 
contact rigidity increases for the spatial system of 

spherical projections with rated pressure increase and, 
hence, with the increase actual contact area. With the 
distance decrease between irregularities the micro-
relief contact rigidity increases considerably. For the 
two-dimensional periodic micro-relief with the ampli-
tude increase at the same contact half-length a rated 
pressure increases and surfaces displacement decreas-
es. A period increase results in an opposite result. With 
the decrease of the tangent angle to the profile a con-
tact length decreases and surfaces displacement in-
creases at rated pressure increase.     

Key words: micro-relief, periodical contact 
problem, Hertz theory, contact rigidity, actual contact 
area.  

 
Введение 

Нанесение регулярного микрорелье-
фа (текстурирование поверхностей) явля-
ется одним из способов придания поверх-
ности заданных эксплуатационных 
свойств. Для поверхностей трибологиче-
ского назначения основное влияние на эти 
свойства оказывают процессы, происхо-
дящие на контакте. Как правило, поверх-
ность с регулярным микрорельефом кон-
тактирует с гладкой поверхностью.  

Регулярный микрорельеф в общем 
случае может представлять собой или со-
вокупность выступов на поверхности, или 
совокупность впадин (канавок), равноот-
стоящих друг от друга с определенным 
шагом. Также микрорельеф может быть 
волнистым (для его описания обычно ис-
пользуется гармоническая функция). Рас-

положение элементов регулярного микро-
рельефа может быть изотропным или ани-
зотропным. Нанесение регулярного мик-
рорельефа производится механическими и 
физико-химическими методами обработки 
[1].  

Расчет контактных характеристик 
поверхностей с регулярным микрорелье-
фом (система выступов и периодический 
рельеф) в условиях упругого контакта 
производится согласно теории Герца [1], 
основными допущениями которой являют-
ся малость области контакта по сравнению 
с геометрическими размерами контакти-
рующих тел и отсутствие взаимовлияния 
между пятнами контакта. Для большинст-
ва машиностроительных приложений, где 
используются изделия из металлов и спла-
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вов, данные допущения оправданы. Одна-
ко для контакта металлов с  материалами, 
имеющими низкий модуль упругости (не-
которые полимеры, эластомеры, компози-
ционные материалы, биологические тка-
ни), получившими распространение в ме-
дицине, автомобильной промышленности, 
изделиях массового спроса, допущения 
теории Герца выполняются только при 
очень малых нагрузках, что не позволяет 
применять ее на практике с достаточной 
точностью. Для системы канавок теория 
Герца также неприменима. Методы опре-
деления контактных характеристик для 

микрорельефа такого типа предложены в 
[2]. 

 В зависимости от типа регулярного 
микрорельефа расчет контактных характе-
ристик за пределами применимости теории 
Герца требует постановки и решения соот-
ветствующих контактных задач теории уп-
ругости. В данной работе приведены ос-
новные результаты решения задач, полу-
ченные авторами для двух принципиально 
различных видов микрорельефа. В приве-
денных далее задачах рассмотрен только 
статический нормальный контакт изотроп-
ных тел без учета трения и адгезионных 
сил.

 
Микрорельеф, задаваемый пространственной системой выступов  
       
Текстура поверхности, задаваемая систе-
мой выступов, может быть как периодиче-
ской, так и состоящей из ограниченного 
числа выступов [3], расположенных на за-
данном расстоянии друг от друга. Для 
микрорельефа более характерно периоди-
ческое расположение выступов, предпола-
гающее, что расстояние между ними зна-
чительно меньше номинальных размеров 
поверхностей.  

Каждый выступ имеет определенную 
форму. Если форма выступа имеет осевую 
симметрию, то она задается функцией ра-
диальной координаты f(r). Наиболее рас-
пространена сферическая форма выступов, 

которую вблизи начала координат можно 
представить функцией f(r) = r2/(2R), где R - 
радиус кривизны вершины выступа. Одна 
из поверхностей, как правило, с микро-
рельефом, имеет значительно больший мо-
дуль упругости, чем ответная поверхность, 
и может считаться жесткой. Так как разме-
ры выступов намного меньше номиналь-
ных размеров поверхностей, то последние 
могут считаться полупространствами, а 
задача может быть решена в бесконечно 
малых деформациях.  На рис. 1 показана 
схема контакта периодической системы 
сферических равновысоких выступов с уп-
ругим полупространством. 

  
Рис. 1. Схема контакта периодической системы  

ферических выступов с упругим полупространством 
 

Схема, показанная на рис. 1, пред-
полагает, что расположение выступов име-
ет периодическую структуру гексагональ-
ной решетки с шагом l. Начало локальной 

цилиндрической системы координат сов-
падает с точкой, в которой недеформируе-
мое полупространство соприкасается с од-
ним из выступов. На жесткую поверхность 
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с микрорельефом действует номинальное 
давление p∞. Распределение нормальных 
давлений и упругих смещений границы 
полупространства в окрестности каждого 
выступа (штампа) считается осесиммет-
ричным. Аналитическое решение задачи 
получено в работе [3] с помощью метода 
локализации [3; 4]: для определения на-
пряженно-деформированного состояния 

вблизи отдельного пятна контакта влияние 
остальных пятен заменяется действием ос-
редненного по поверхности давления. В 
результате решения задачи получены сле-
дующие зависимости, связывающие ради-
ус области контакта a, номинальное давле-
ние p∞ и смещение поверхностей δ, вы-
званное внедрением выступов микрорель-
ефа [3]: 
* 3

2 2
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;                                   (1) 
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где E* = E/(1-ν) - приведенный модуль уп-
ругости; E, ν - модуль Юнга и коэффици-
ент Пуассона деформируемого материала 
соответственно.  

Зависимости (1) и (2) позволяют опре-
делять контактные характеристики микро-
рельефа с учетом взаимного влияния вы-
ступов, а также анализировать примени-
мость упрощенных моделей, основанных 
на теории Герца.  

На рис. 2 приведены зависимости ра-
диуса пятна контакта от безразмерного 
номинального давления πp∞/(2E*), рассчи-
танные для различных безразмерных рас-
стояний между штампами l/R [см. формулу 
(1)], в сравнении с кривыми, рассчитанны-
ми согласно теории Герца (штриховые ли-
нии).   

Рис. 2. Зависимость радиуса пятна контакта от но-
минального давления: 1 - l/R = 1; 2 - l/R = 0,5; 3 - l/R 

= 0,2 

 
Расчеты показывают, что при посто-

янном номинальном давлении p∞ с умень-
шением относительного расстояния между 
инденторами l/R уменьшается радиус от-
дельного пятна контакта и, следовательно, 
фактическая площадь контакта. Сравнение 
с кривыми Герца показало, что при a/l < 
0,25 расхождение в значениях не превы-
шает 2,5 %, т.е. взаимным влиянием вы-
ступов можно пренебречь. При больших 
значениях a/l эффект взаимного влияния 
становится значительным.          

Рис. 3. Зависимость смещения поверхностей  
от безразмерного номинального давления:  

1 -  l/R = 1; 2 - l/R = 0,5 
 
На рис. 3 показана зависимость сме-

щения поверхностей, вызванного наличи-
ем сферических выступов, от безразмерно-
го номинального давления при различных 
значениях параметра l/R. Сплошными ли-
ниями показаны точные значения, полу-
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ченные численно по методике [3], штрихо-
выми - значения, рассчитанные по асим-
птотической формуле (2).     

Результаты, приведенные на рис. 3, 
показывают, что с увеличением номиналь-
ного давления и, следовательно, фактиче-
ской площади контакта повышается жест-
кость контакта. С уменьшением расстоя-
ния между неровностями контактная жест-

кость микрорельефа значительно возраста-
ет. Сравнение точных и асимптотических 
зависимостей показало, что формула (2) 
обеспечивает точность расчета при a/l < 
0,2. Следует отметить, что функцию сме-
щения (рис. 3) на начальном участке мож-
но аппроксимировать степенной зависимо-
стью.

 
Периодический микрорельеф поверхности  
         

Периодический микрорельеф образу-
ется чередующимися выступами и впади-
нами на поверхности. Существуют изо-
тропный и анизотропный виды рельефа. В 
трибологических приложениях наиболее 
часто встречается анизотропный вид пе-
риодического микрорельефа, который на-
несен в направлении скольжения. Перио-
дический микрорельеф поверхности мож-
но получить с помощью методов поверх-
ностного пластического деформирования, 
например вибронакатыванием [1]. Для оп-
ределения контактных характеристик по-
верхности с анизотропным периодическим 
микрорельефом, находящейся в контакте с 
упругим телом из низкомодульного мате-
риала, требуется решение плоской перио-
дической контактной задачи теории упру-
гости. Периодический микрорельеф опи-
сывается, как правило, непрерывной функ-
цией. В качестве исходных параметров за-
даются амплитуда, период микрорельефа и 
вид формообразующей функции. Для про-
стых форм, таких как косинусоидальная, 
клиновидная, прямоугольная, существуют 
аналитические решения, позволяющие 
рассчитать распределение контактных 
давлений и размер области контакта [4-6]. 
Задачи с более сложными граничными ус-
ловиями, такими как трение, адгезионное 
взаимодействие и изнашивание, рассмот-
рены в работах [7-11]. Задача для парамет-
рически изменяемой формы выступов 
микрорельефа рассмотрена в  работе [12].  

 Двумерный периодический микро-
рельеф с симметрией боковых сторон вы-
ступов в общем случае можно представить 
в виде четного ряда Фурье [13]: 

( )
1

( ) cos 2 /
N

i i
i

f x k n xπ λ
=

= ∆∑ ,        (3) 

где Δ и λ - амплитуда и период микрорель-
ефа; ni и ki - частотный и амплитудный ко-
эффициенты для i-й гармоники; N - коли-
чество гармоник.  

Схема контакта периодического мик-
рорельефа с упругой полуплоскостью по-
казана на рис. 4.  

 
Рис. 4. Схема контакта периодического микрорель-

ефа с упругой полуплоскостью 
 

Задача для профиля микрорельефа, 
описываемого функцией (3), имеет анали-
тическое решение при  
Δki << λ/ni и целом значении ni [14]. 

Решение данной контактной задачи 
может быть получено с помощью метода, 
описанного в работе [14], и представлено в 
виде ряда по ортогональным многочленам 
Чебышева [15]. В результате решения по-
лучены асимптотические выражения, 
справедливые при 2a/λ < 0,25 и связы-
вающие приложенное номинальное давле-
ние p∞ и смещение поверхностей δ с полу-
длиной контакта a: 

2 *

1
1

2π J
N

i
i i

i

anEp a k n π
λ λ∞
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 ∑ ;              (4) 
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1

2 2 2 21 2 11 cos ln J J
2 4

N
i i i i

i
i
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a

π π π π
δ

λ λ λ λ
=

         = − ∆ − − +                  
∑ ,       (5) 

где Jq(t) - функция Бесселя 1-го рода с це-
лым порядком q [15]. 

Для определения зависимости сме-
щения поверхностей от номинального дав-
ления необходимо численно выразить по-
лудлину контакта a через номинальное 
давление p∞ из формулы (4). 

Из формул (4) и (5) следует, что с 
ростом амплитуды микрорельефа при од-
ной и той же полудлине контакта номи-
нальное давление увеличивается, а смеще-
ние поверхностей уменьшается. Увеличе-
ние периода приводит к обратному эффек-
ту. Наиболее интересен эффект формы 

микрорельефа при одних и тех же ампли-
туде и периоде.     

В качестве примера рассмотрим два 
микрорельефа, описываемые зависимостя-
ми f(x) = 0,15cos(x) и f(x) = 
0,1cos(x)+0,05cos(3x) (рис. 5а, кривые 1 и 
2). Как видно из рис. 5а, профили отлича-
ются друг от друга незначительно. Однако 
производные профиля (рис. 5б), а следова-
тельно, и углы наклона касательной к про-
филю значительно отличаются, особенно в 
точке пересечения профиля со средней ли-
нией.

  

 
Рис. 5. Профиль микрорельефа (а) и его производная (б) 

на одном периоде: 1 - f(x) = 0,15cos(x); 2 - f(x) = 0,1cos(x) + 0,05cos(3x) 
 

Графики зависимостей полудлины 
контакта от номинального давления и 
смещения поверхностей от номинального 
давления, рассчитанных в безразмерном 
виде по формулам (4) и (5) для профилей, 
изображенных на рис. 5а, приведены на 
рис. 6 и 7.  

Рис. 6. Зависимость безразмерной длины 
контакта от безразмерного  номинального давления 
для различных профилей микрорельефа: 1, 3 - f(x) = 
0,15cos(x); 2 - f(x) = 0,1cos(x) + 0,05cos(3x) (1 - рас-
чет по формуле (4); 3 -  точное решение) 

Результаты расчетов, представлен-
ные на рис. 6 и 7, свидетельствуют о суще-
ственном отличии контактных параметров 
для выбранных форм микрорельефа, что 
связано с различием углов наклона каса-
тельной к профилю. Интересно отметить, 
что с уменьшением угла наклона касатель-
ной к профилю полудлина контакта 
уменьшается, а смещение поверхностей 
увеличивается при повышении номиналь-
ного давления. Такой эффект не наблюда-
ется при изменении геометрических пара-
метров - амплитуды и периода. Следова-
тельно, изменение формы периодического 
микрорельефа позволяет получить такое 
сочетание контактных параметров, которое 
нельзя получить изменением геометриче-
ских размеров. Для периодического дву-
мерного микрорельефа, как и для про-
странственной системы выступов, наблю-
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дается повышение контактной жесткости с 
ростом номинального давления.   

Сравнение точного и асимптотиче-
ского решений (рис. 6, 7) показывает, что 
использование формул (4) и (5) обеспечи-
вает достаточную точность расчета при 

2a/λ < 0,25. В отличие от микрорельефа, 
задаваемого системой сферических высту-
пов (рис. 1), для двумерного периодиче-
ского микрорельефа теория Герца обеспе-
чивает приемлемую точность расчета кон-
тактных параметров при 2a/λ < 0,07. 

Рис. 7. Зависимость безразмерного смещения 
от безразмерного номинального давления 
для различных профилей микрорельефа: 

1, 3 - f(x) = 0,15cos(x); 2 - f(x) = 0,1cos(x) + 0,05cos(3x) 
(1 - расчет по формуле (4); 3 -  точное решение) 

 
Заключение 

Рассмотренные контактные задачи и 
полученные в результате их решения ана-
литические зависимости позволяют управ-
лять контактными характеристиками по-
верхностей путем изменения геометриче-
ских параметров микрорельефа. Для про-
странственного микрорельефа, задаваемо-

го системой сферических выступов, таки-
ми параметрами являются высота и радиус 
выступа, а также расстояние между ними, 
для двумерного периодического микро-
рельефа – амплитуда, период и форма 
волн.

     
Работа выполнена при финансовой поддержке государственного задания (№ госрегистрации АА-

АА-А17-117021310379-5). 
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