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Рассматриваются вопросы постановки задач 
оптимизации надежности. Предлагаются порядок 
формулирования задач оптимизации надежности, а 
также вариант оптимизации надежности системы с 
несколькими ограничениями, позволяющий реали-
зовать нахождение оптимальных вариантов. 
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SIMULATORS AND METHODS TO SOLVE PROBLEMS OF RELIABILITY OP-

TIMIZATION OF SYSTEMS WITH COMPLEX STRUCTURE  
 

In the solution of management problems of or-
ganization-technical systems a substantial role is 
played by monitoring realization and an obligatory 
analysis of a current state. The efficiency of the ful-
fillment of similar problems makes demands to setting 
a problem of reliability optimization. Having a com-
plex structure non-sequential systems are widespread 
in use. In cases of high indices of separate system fail-
ures they become unacceptable for practical use. This 
paper reports the order of the formulation of problems 

on reliability optimization and a way for the realization 
of defining optimum ways in the course of system re-
liability optimization with some limitations. The of-
fered option for system reliability optimization has a 
high computation complexity, but also allows defining 
optimum ways of resource costs keeping at the same 
time the values required. 

Key words: reliability optimization, social-
economic systems, analysis procedures, complex struc-
ture with some limitations. 

 
Введение 

При решении задач управления 
организационно-техническими системами, 
обладающими сложной 
непоследовательной структурой и 
содержащими одно или несколько 
ограничений, значительную роль играют 
мониторинг и анализ текущего состояния. 
Проведение мониторинга на протяжении 
некоторого времени способствует 
выявлению динамики поведения системы 
и определению надежности применяемых 
элементов, что позволяет составлять 
прогноз по продолжительности 

работоспособного состояния системы для 
выполнения определенных задач. 

Надежность сложной непоследова-
тельной организационно-технической сис-
темы оказывает непосредственное влияние 
на ее работоспособность, вследствие чего 
возникает потребность в оптимизации 
данной системной характеристики, кото-
рая может быть осуществлена на основа-
нии предварительного анализа возможных 
методов решения поставленной задачи, 
способных привести к достижению уста-
новленной цели. 

 
Постановка задач оптимизации надежности сложных систем 

Проектирование систем, имеющих 
сложную структуру, в совокупности с ре-
шением задач оптимизации их надежности 
является более трудоемким процессом, 
чем аналогичные процедуры с последова-
тельными системами, что объясняется не-
которой вычислительной сложностью оп-

ределения показателей надежности. Одна-
ко за счет имеющейся сложности появля-
ется возможность нахождения оптималь-
ных вариантов ресурсных затрат при усло-
вии соблюдения требуемых значений. 

Ввиду наличия у сложных систем 
управления широкого спектра применения, 
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а также высокой вероятности их функцио-
нирования в условиях отказа отдельных 
подсистем показатели надежности, харак-
терные для последовательных систем, да-
же при использовании оптимального ре-
зервирования на практике, как правило, 
являются неприемлемыми. Применение 
указанных формул для определения на-
дежности сложных систем возможно в ка-
честве критериев в моделях задач опти-
мального резервирования сложных систем. 
В целях повышения надежности, учитывая 
возможное ограничение ресурсов, целесо-
образно использовать способ резервирова-
ния на уровне подсистем и резервных эле-
ментов отдельных подсистем [1]. 

Для системы, состоящей из n подсис-
тем, характерна следующая особенность: у 
каждой j-й подсистемы, независимо от ос-
тальных, возможно либо работоспособное 
состояние, которое можно обозначить че-
рез булеву переменную 1=js , либо со-
стояние отказа 0=js . В таком случае опи-
сание множества G вероятных состояний 
системы возможно через n-мерный вектор 

( )nj ssss ,,,,1 = . Для каждого состоя-
ния системы s, входящего в множество G, 
характерен показатель условной вероятно-
сти ( )sФ  функционирования системы в 
данном состоянии, значения которого на-
ходятся в пределах ( ) 10 ≤≤ sФ . 

Чтобы построить различные вариан-
ты jυ  j-й подсистемы, необходимо ис-
пользовать элементы jjjk KkUu ∈∈ , , од-
ного или нескольких типов, имеющих раз-
личные технико-экономические характе-
ристики, но идентичное функциональное 
назначение. Здесь jU – множество разно-
типных элементов j-й подсистемы, 

{ }*,...,2,1 jj kK =  – множество типов элемен-
тов. Элементы jku  характеризуются на-
дежностью ( )jkj up , показателями ресурсов 

( )jkij ug  и резервируются с кратностью ре-
зервирования [ ]jkjkjk βαλ ,∈ , 

∞<<≤ jkjk βα0 . В случае jj V∈υ  значе-
ния показателей надежности ( )jjp υ  и ре-

сурсов ( )jijg υ  определяются с помощью 
элементного состава варианта, способа со-
единения элементов, кратности резервиро-
вания и числа типов элементов, которые в 
него входят. 

В случае ( ) ∏
∈

=∈=
Jj

jn VVυυυ ,...,1  

надежность ( )υP  всей системы определя-
ется с использованием условных вероятно-
стей GssФ ∈),( , надежностей подсистем 

( )jjp υ  и вычисляется по формуле 

( )
∑

∈

=
Gjj

jjjj
l

ll
HФP

,...,
,...,,...,

1

11 . В случае систе-

мы V∈υ  показатели ресурсов ( ) , ,ig i Iυ ∈  
выражаются с помощью показателей ре-
сурсов ( )jijg υ  подсистем. 

Чтобы обеспечить бесперебойную 
работу, целесообразно выбрать вариант 

V∈υ системы, имеющий максимальную 
надежность, учитывая заданные ограниче-
ния Iibi ∈, , на ресурсы. 

При использовании системы, имею-
щей сложную (непоследовательную) 
структуру, задачу оптимизации надежно-
сти можно сформулировать следующим 
образом: максимизировать 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )∑ ∏

∈ ∈

−−=
Gs Jj

s
jj

s
jj

jj ppsÔP 11 υυυ   (1.1) 

при ограничениях 
( ) { }lIibg ii ,...,2,1, 1 =∈≤υ ,    (1.2) 
( ) { }mlIibg ii ,...,1, 2 +=∈≥υ , (1.3) 
( ) ∏

∈

=∈=
Jj

jnj VVυυυυ ,...,,...,1 . (1.4) 

Суммирование по формуле (1.1) 
осуществляется по всем состояниям Gs∈ , 
для которых ( ) 0>sФ . Формулы (1.1) – 
(1.4) являются достаточно общими, воз-
можно их использование при оптимизации 
надежности широкого класса технических 
систем. Трудности при решении задачи 
(1.1) – (1.4) возникают главным образом 
из-за несепарабельности функции надеж-
ности ( )υP  (она является нелинейной в 
общем случае), дискретности переменных 
и т.д. 
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При предположениях для показате-
лей ( )sФ  (с учетом того, что при любом 
состоянии системы, включающей в себя 
существенные компоненты, справедливо 

ll jjjj ФФ ,...,,..., 111
≤

=
, где ( ) Gjj l ∈,...,1 , 

( ) Gjj l ∈=11 ,..., ) функция ( )υP  - монотон-
ная по переменным ( )jjp υ , Jj∈ , что 
приводит к возможности использования 
методов дискретной оптимизации при ре-
шении задачи (1.1) – (1.4). 

При рассмотрении монотонной 
структуры показатель ( )sФ  является струк-
турной функцией системы, которая при-
нимает значения 0 и 1. Тогда расчет на-
дежности монотонной системы необходи-
мо выполнять по формуле (1.1), где сум-
мирование осуществляется по всем Gs∈ , 
для которых ( ) 1=sФ .  

Вопросы решения задач оптимизации 
надежности монотонных систем рассмат-
риваются в [2]. В данной работе предлага-
ется исследовать обратную задачу оптими-
зации надежности монотонной системы с 
одним ограничением: минимизировать 
стоимость 

( ) ( )∑
∈

=
Jj

jj pgpg   (1.5) 

при ограничении на надежность 
( ) ( ) ( ) 0

11 PppsФpP
Jj

s
j

s
j

Gs

jj ≥−= ∏∑
∈

−

∈

,   (1.6) 

где 0P – требуемый уровень надежности 
( )nj pppp ,...,,...,1= ; ( )jj pg  – стоимость j-

й подсистемы (возрастающая функция от 
надежности подсистем jp , Jj∈ ); ( )pg  – 
стоимость всей системы. 

В процессе решения задачи (1.5) – 
(1.6) используется подход, в основе кото-
рого лежат идеи декомпозиции (разложе-
ние системы на отдельные модули или со-
вокупности подсистем). В этом случае не-
обходимо определить надежность каждого 
модуля, решив подзадачи с меньшей отно-
сительно исходной размерностью, исполь-
зуя множители Лагранжа. Тогда нижняя 
граница оценки надежности всей системы 
строится с применением оценки надежно-
сти модулей. В случае с последовательны-

ми системами данный подход позволяет 
получить глобальный оптимум. 

Ряд работ предлагают использование 
различных методов при решении задач оп-
тимального резервирования, содержащих 
несколько ограничений для систем, 
имеющих последовательную или сложную 
структуру. Наиболее оптимальными явля-
ются алгоритмы, которые представлены в 
работах [3; 4], где приведено описание 
следующей задачи оптимального резерви-
рования: максимизировать 

( ) ( ) ( )( )nnpppP λλλ ,...,, 2211  (1.7) 
при ограничениях 

( ) ii bg ≤λ , Ii∈ , (1.8) 
( )nλλλ ,...,1= , jλ – целое, Jj∈ , (1.9) 

где ( ) ( ) i
jjj pp λλ −−= 11 – надежность j-й 

подсистемы при выборе резервных эле-
ментов jλ ; ( )λjg , Ii∈ – технико-
экономические характеристики (например 
монотонно неубывающие функции по jλ ). 

Таким образом, алгоритм решения 
задачи (1.7) – (1.9) заключается в следую-
щем. 

Находится начальное допустимое 
решение 

( )0min
λ

λ
i

i

Ii g
nb

∈
= , 

где 0λ – n-мерный вектор с компонентами 
1=jλ , Jj∈ . Полученное решение можно 

улучшить, добавив резервные элементы в 
подсистемах. Тогда пропорционально зна-
чению нормализованной частной произ-
водной 

jj
j p

P
p

r
∂
∂

=
1 , Jj∈ , 

которая для сложных систем вычисляется 
по формуле 

( ) ( )[ ]0111 ,...,,...,1
== −=

jj pnpn
j

j ppPppP
p

r , 

Jj∈ , 
компоненты полученного решения вычис-
ляются следующим образом: 

[ ]{ }1,max jj Xr=λ , Jj∈ , 

где ∑
∈

=
Jj

jrX /λ ; [ ]⋅ – ближайшее целое. 
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Окончание вычислений наступает в 
момент, когда получаемые решения нахо-
дятся в допустимой области, иначе необ-
ходимо изменить количество резервных 
элементов jλ  в подсистемах (в зависимо-
сти от положительной или отрицательной 
погрешности округления jjj Xrl −= λ ), не 
нарушив ограничения (1.8). Применение 
данного алгоритма является целесообраз-
ным для оптимизации надежности слож-
ной системы, состоящей из пяти подсис-
тем. В работе [3] приведена модификация 
рассматриваемого алгоритма, применяемая 
при решении задачи оптимального резер-
вирования в следующей постановке: мак-
симизировать 

( ) ( ) ( )( )nnn ppppppP λλλ ,,...,,,, 222111

  
при ограничениях 

( )∑
∈

≤
Jj

ijjij bpg λ, , Ii∈ ,  

где jp – действительное число между 0 и 
1; jλ – целые положительные числа. При 
решении задачи следует определить коли-
чество резервных элементов jλ  и значения 

jp , Jj∈ . 

В отдельных случаях задача опти-
мального резервирования заключается в 
минимизации ненадежности системы 

( ) ( ) ( )( )nnQQQQ λλλ ,...,, 2211 , 

где ( ) j
jjj qQ λλ = – ненадежность j-й под-

системы при ограничениях. 
Чтобы оптимизировать надежность 

сложных сетей, необходимо задать функ-
цию надежности посредством параметри-
ческого представления, не являющегося 
сепарабельной функцией для сложных се-
тей. Таким образом, задачу оптимизации 
надежности сети возможно формализовать 
в классе задач нелинейного дискретного 
программирования. 

В этом случае реализация метода 
происходит в несколько этапов. На первом 
этапе на основе алгоритма, являющегося 
модификацией метода BOX, определяется 
нецелочисленное решение задачи и при-
нимается за начальное значение надежно-
сти сети. На втором этапе используется 
метод ветвей и границ, с помощью которо-
го из полученных результатов формирует-
ся целочисленное решение [5]. 

 
Оптимизация надежности непоследовательной системы при нескольких ограничениях 

Рассмотрим систему, состоящую из n 
подсистем j, { }nJj ,...,2,1=∈ , где каждая j-
я подсистема, вне зависимости от осталь-
ных, может находиться в состоянии рабо-
тоспособности или отказа. В этом случае в 
любой произвольный момент времени 

Tt ∈  система может находиться в одном 
из n2  состояний, которые, в свою очередь, 
определяются (при предположении о неза-
висимости отказов) через текущие состоя-
ния ее подсистем. 

Состоянию системы в текущей мо-
мент соответствует показатель условной 
вероятности 

ljjP ,...,1  ее функционирования. 
Подсистемы 

( ){ } { }0,1;...1,...,,..., 1101 nlnjjjjJjj lll =≤<<≤=∈

 
находятся в состоянии отказа, а остальные 
– работоспособны. Показатель условной 
вероятности функционирования системы, 

отражающий работоспособность всех сис-
тем, обозначается 0P . 

Подсистема j  может реализовывать-
ся в нескольких различных вариантах 

jjlυ , 
конечное множество которых можно обо-

значить { }*,...,,...,1
jj jljljjV υυυ= , Jj∈ , 

где *
jl  - число вариантов j -й подсистемы. 
Каждый jl -й вариант 

jjlυ j -й под-
системы характеризуется надежностью 

( )
jjljp υ , Jj∈ , и учитываемыми при про-

ектировании системы m  технико-
экономическими характеристиками (ре-
сурсами) ( )

jjlijg υ , j J∈ , { }mIi ,...,2,1=∈ . 
Следовательно, можно утверждать, что в 
данной задаче задаются явно множества 
вариантов подсистем jV , Jj∈ , и значе-
ния показателей ресурсов на вариантах 
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подсистем. Для всей системы в целом ус-
танавливаются ограничения  ib , Ii∈ , по 
таким ресурсам, как масса, стоимость и 
т.п. Необходимо выбрать вариант 

( )
nj nljll υυυυ ,...,,...,

11=  системы, позволяю-

щий максимизировать надежность и удов-
летворяющий существующим ограничени-
ям на ресурсы [6]. 
         Математическая модель сформулиро-
ванной задачи: максимизировать 

 
( ) ( ) ( )( )

{ }
∏∏∑

∈
≠
∈

−=
l

k

l

j

l

l
jjk

klk

jjj
Jj

jlj
jj

jj ppPP
,...,

,...,
,...,

,...,
1

1
1

1
1 υυυ  (2.1) 

при ограничениях 
( ) ( )∑

∈

≤=
Jj

ijliji bgg
j

υυ , Ii∈ ,   (2.2) 

( ) ∏
∈

=∈=
Jj

jnljll VV
nj

υυυυ ,...,,...,
11 ,  (2.3) 

где ( )υP , ( )υig , Ii∈  – показатели надеж-
ности и технико-экономических характе-
ристик на варианте V∈υ  системы. 

Если 10 =P , а остальные условные 
вероятности равны нулю, то задача (2.1) – 
(2.3) представляет собой задачу оптимиза-
ции надежности последовательной систе-
мы. Множество ∏

∈

=
Jj

jVV можно назвать 

множеством возможных вариантов техни-
ческой реализации системы. Вариант 

V∈υ является допустимым при удовле-
творении условиям (2.2). Допустимый ва-
риант *υ является оптимальным при мак-
симизации целевой функции (2.1). Таким 
образом, задача (2.1) – (2.3), при монотон-
ности функции ( )υP , в математической 
постановке относится к классу дискретных 
монотонных задач оптимизации. 

Далее рассмотрим процедуры анали-
за и отсева вариантов и алгоритмов опти-
мизации. В алгоритме решения задачи 
(2.1) – (2.3) заложены процедуры анализа и 
отсева вариантов 1ϕ  и 2ϕ , а также реали-

зующие оператор A аппроксимации мно-
жества допустимых вариантов и уточнения 
допусков. 

В процессе процедуры 1ϕ осуществ-
ляется вычисление и уточнение допусков 
для множества вариантов подсистем jV , 

Jj∈ , по технико-экономическим харак-
теристикам, а также исключение не удов-
летворяющих полученным допускам вари-
антов подсистем. 2ϕ  является процедурой 
вычисления и уточнения допусков по на-
дежности и исключения не удовлетво-
ряющих допускам вариантов подсистем. 

Для множества вариантов jV , Jj∈ , 
допуски по технико-экономическим харак-
теристикам, ввиду сепарабельности функ-
ций ( )υig , Ii∈ , можно определить сле-
дующим образом: 

 

( )
{ }
∑
∈

∈
−=

jJk
klikViij k

kkkl

gbd
\

min υ
υ , Ii∈ , Jj∈ .  (2.4) 

Исключаемое по допускам (2.4) множество jV  вариантов j -й подсистемы определяет-
ся следующим образом: 

( ){ }IiVdgV jjlijjlijjlj
jjj

∈∈>= ,,υυυ , Jj∈ . 
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Тогда ∏
∈

=
Jj

jVV – исключаемое из 

дальнейшего рассмотрения процедурой 1ϕ  
множество вариантов системы.  

Стоит отметить, что не во всех слу-
чаях применение процедуры 1ϕ способст-
вует существенному уменьшению мно-
жеств jV , Jj∈ , поскольку в процессе ее 
выполнения по допускам ijd , Ii∈ , Jj∈ , 
происходит отсеивание заведомо недопус-
тимых вариантов подсистем. Поэтому если 

хотя бы для одного Jj∈  ≠jj VV / ∅, мож-
но сделать вывод о том, что исходная за-
дача (2.1) – (2.3) недопустима. Дополни-
тельно сузить множества jV , Jj∈ , отсеяв 
варианты подсистем, не входящие в опти-
мальные по надежности варианты систе-
мы, можно, используя определяемые про-
цедурой 2ϕ  допуски по надежности. Вво-
дится следующее дополнительное ограни-
чение на значение функции надежности 
системы:

 
( ) ( ) max* PPP ≤≤ υγ ,   (2.5) 

где значение ( ) [ ]maxmin* , PPP ∈γ , ( )υ
υ

PP
V∈

= minmin , ( )υ
υ

PP
V∈

= maxmax . 

            
 Выбор начального значения ( )γ

*P  в 
ограничении (2.5) и его изменения указаны 
в описанном ниже алгоритме. 

Способ вычисления допусков по на-
дежности для множеств jV , Jj∈ , осуще-
ствляется следующим образом.

 
Пусть ( )υυ Pmaxarg= , ( )nnll υυυ ,...,1= , 

( ) ( ){ }jjlnljjjjjjlj VPP
jnjjj
∈≥= +− +− υυυυυυυ γ ,,,,...,min *111 111 , Jj∈  . В этом случае допуском для 

множества вариантов подсистем по надежности является величина  
( ) ( )ln111* ,...,,,,..., 111 nljjljl jjPd υυυυυγ

+− +−= , Jj∈ .   (2.6) 
Множество jV вариантов j -й подсистемы, исключаемых по допуску (2.6), определя-

ется так: ( ) ( ){ }jjljnljjlljljlj VdPV
jjjjj
∈<= +− +− υυυυυυυ γ ,,...,,,,..., ln111 111 , Jj∈ , где ( )γ

jd – допуск 

(2.6). Тогда ∏
∈

=
Jj

jVV – множество вариантов системы, исключаемых из дальнейшего рас-

смотрения по ограничению (2.5) процедурой 2ϕ . 
Пусть в результате последовательно-

го применения процедур 1ϕ  и 2ϕ  на мно-
жестве V  получено новое множество ва-
риантов ( ) ( )VVVV ∪= /γ . V  является 
множеством вариантов, исключаемых из 
множества V процедурой 2ϕ ; V – множе-
ство отсеиваемых вариантов, получаемое в 
результате применения процедуры 1ϕ  на 
множестве VV / . 

Возможны следующие случаи: 
1. ( ) =γV ∅. В этом случае система ог-

раничений (2.2), (2.3) при ( )γυ V∈  не со-
держит допустимых вариантов. Поэтому 

VV /  вариантов системы исключаются из 
дальнейшего рассмотрения.  

Если для достижения сепарабельно-
сти будет использовано логарифмическое 
преобразование 
( ) ( ) ( )∑

∈

==
Jj

jjpPP υυυ lnln , которое ос-

тавляет неизменным результат сравнения 
вариантов по заданному критерию, то для 
произвольного допустимого варианта υ  
задачи (2.1) – (2.3) выполняется условие 
( ) ( )γυ *PP ≤ . Это служит основанием для 

утверждения, что максимальное значение 
надежности maxP полагается равным ( )γ

*P . 
Если множество ( ) =γV ∅ при 

( )
min* PP =γ , то у задачи (2.1) – (2.3) отсут-

ствуют допустимые варианты, т.е. систему 
реализовать невозможно. 
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2. ( ) ≠γV ∅. В этом случае множество 
( )γV  исследуется на наличие максималь-

ных вариантов, после чего выполняется 
проверка на оптимальность на основе сле-
дующих критериев оптимальности. 

Пусть 
( )

( )υυ
υυ

P
V∈

= maxarg' . 

1. Если вариант 'υ системы удовле-
творяет условиям (2.2) и ( ) ( )γυ *' PP ≥ , то 'υ  
является оптимальным вариантом реали-
зации системы (критерий оптимальности 
1). 

2. Если вариант 'υ  не удовлетворяет 
условиям (2.2), то вариант ( )γυ V∈'' , удов-
летворяющий (2.2) и условию ( ) ( )γυ *'' PP ≥ , 
а также максимизирующий (2.1), является 
оптимальным (критерий оптимальности 2). 

3. Если вариант 'υ  удовлетворяет ус-
ловиям (2.2), но ( ) ( )γυ *' PP < , то вариант 

( )γυ V∈'' , удовлетворяющий условиям (2.2) 
и условию ( ) ( ) ( )''' * υυ γ PPP =≥ , а также 
максимизирующий (2.1), является опти-
мальным (критерий оптимальности 3) .

 
Заключение 

Поскольку непоследовательные сис-
темы управления со сложной структурой 
имеют широкий спектр применения, а ве-
роятность их функционирования в случае 
отказа отдельных подсистем высока, пока-
затели их надежности зачастую являются 
неприемлемыми для практического при-

менения [7]. Рассмотренный выше вариант 
оптимизации надежности системы, имею-
щей несколько ограничений, обладает вы-
сокой вычислительной сложностью, но 
также позволяет находить оптимальные 
варианты ресурсных затрат, соблюдая при 
этом требуемые значения. 
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