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МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ СХВАТА МАНИПУЛЯТОРА ПО РАЗОМКНУТОЙ  

ТРАЕКТОРИИ, АППРОКСИМИРОВАННОЙ УСЕЧЕННЫМ ДИСКРЕТНЫМ  
ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ФУРЬЕ 

 
Рассматривается задача аппроксимации пло-

ской траектории движения схвата манипулятора, 
заданной в виде разомкнутого контура. Предлага-
ется дополнять траекторию обратным ходом, что 
позволяет получать замкнутый контур с целью по-
вышения качества результатов аппроксимации. 
Вектор координат подвергается прямому и обрат-

ному дискретному преобразованию Фурье с усече-
нием высокочастотных гармоник.  
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MODEL OF MANIPULATOR GRAPPLE MOTION IN OPEN-ENDED PATH  
APPROXIMATED WITH FOURIER TRUNCATED DIGITAL TRANSFORM 

 
The approximation problem of the plane path of 

a manipulator grapple motion, where the path is speci-
fied as an open-ended contour is under consideration. 
The path is formalized as a vector in which the compo-
nents are coordinates of the sequence of points defining 
a path form. Each coordinate is a complex number the 
real part of which corresponds to the coordinate x, and 
the imaginary part corresponds to the coordinate y.     

In the work it is offered to supplement the path 
with the return that allows obtaining a closed circuit 
with the purpose of increasing approximation results 
quality. A coordinate vector is subjected to Fourier 
discrete transform. High-frequency harmonics of the 
image obtained are null and Fourier reverse truncated 
discrete transform is carried out. The coordinate vector 
obtained is an approximated smoothed path where a 
level of high-frequency spatial harmonics is decreased. 

A numerical simulation of a grapple motion along an 
approximated path is carried out. The results of numer-
ical experiments have shown that the approximation 
accuracy through the method offered is considerably 
higher than that of the methods earlier developed. An 
assumption on time constancy of manipulator grapple 
motion between points specifying a path allowed carry-
ing out the simulation of the process of velocity 
changes and acceleration in the course of the motion 
along an approximated path. The approximated path 
allows eliminating drastic velocity and acceleration 
changes during the grapple motion.  

Key words: open-ended path, Fourier discrete 
transform, truncation of Fourier discrete transform, 
path approximation, manipulator motion planning, 
model of grapple motion. 

  
Введение 

Проблемы управления манипулято-
ром включают задачу планирования дви-
жения схвата (инструмента) манипулятора 
по заданной траектории, которая во мно-
гих случаях состоит из плоских замкнутых 
или разомкнутых контуров. Планирование 
движения схвата задает траекторию дви-
жения, а также скорости и ускорения, пре-
дельные значения которых определяются 
параметрами инструмента и обрабатывае-
мой поверхности [1]. Кроме того, необхо-

димо учитывать динамические свойства 
самого манипулятора. 

Усеченное преобразование Фурье 
используется для предварительной обра-
ботки данных, в том числе контуров (тра-
екторий) [2], с целью сглаживания и ос-
лабления помеховой высокочастотной со-
ставляющей сигналов. В работе [3] пред-
ложена аппроксимация траектории движе-
ния схвата усеченным преобразованием 
Фурье в случае движения по замкнутой 
траектории. 
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Постановка задачи 
Рассматривается способ задания тра-

ектории в виде последовательности точек, 
координаты которых заданы в виде мно-
жества пар точек в прямоугольной системе 
координат и которые должны быть после-
довательно пройдены инструментом мани-
пулятора. Расстояние между точками кон-
тура по каждой оси координат считается 
равным шагу дискретного перемещения 
инструмента.  

Исследуется задача оценки точности 
аппроксимации разомкнутой траектории 
усеченным дискретным рядом Фурье. 
Особенность разомкнутой траектории по 
отношению к замкнутой траектории со-
стоит в том, что в случае двумерного дис-
кретного ряда Фурье контур формируется 
в виде суммы замкнутых эллипсов, а не 
синусоид, как в одномерном случае. Ука-
занная особенность приводит к тому, что 
для разомкнутого контура требуется 

большее количество гармоник в усеченном 
образе контура по сравнению с аналогич-
ным замкнутым контуром. Чем больше ос-
тавлено высокочастотных гармоник в усе-
ченном образе дискретного преобразова-
ния Фурье, тем точнее аппроксимация, но 
и больше ускорения, которые воздейству-
ют на инструмент при его перемещении по 
траектории. 

 Рассматривается контур, заданный 
последовательностью точек на плоскости с 
координатами: ( ){ } 1..0, −= Mjjj yx . Из пар 

координат формируется вектор z  с ком-
плексными компонентами путем присвое-
ния их действительным частям координат 
x , а мнимым – координат y : 

jjj yixz ⋅+=  [2; 3]. Прямое дискретное 
преобразование Фурье вектора z  описы-
вается следующей формулой: 
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Обратное усеченное дискретное пре-
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Аппроксимация контура путем сни-
жения уровня высокочастотных гармоник 
за счет  их обнуления соответствует дву-
мерной фильтрации прямоугольным окном 
идеального низкочастотного фильтра [4; 
5]. Аппроксимация дает удовлетворитель-

ные результаты для замкнутых контуров, 
но в случае разомкнутых контуров, как по-
казывают численные эксперименты, ап-
проксимацию в окрестностях конечных 
точек контура признать удовлетворитель-
ной нельзя.  

 
Математическая модель движения схвата 

В работе предлагается алгоритм до-
полнения разомкнутой траектории до 
замкнутой траектории путем обратного 
хода контура от конца траектории к её на-
чалу. Такой подход позволяет получить 
замкнутый контур с точками остановки 
схвата в конце и начале траектории. Об-
ратный ход контура не вносит новой про-
странственной информации и при реаль-
ном перемещении схвата не требует своей 
реализации.  

Пример траектории движения схвата 
с отображением обратного замыкающего 
хода контура приведен на рис. 1. С целью 
наглядности отображения прямого и об-
ратного хода контура использовался алго-
ритм равномерного роста вертикальной 
координаты до средины траектории и рав-
ного убывания во второй половине траек-
тории. Отображение обратного хода про-
водилось аналогично, но с отрицательным 
знаком.
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Рис. 1. Исходная, прямая и обратная траектории 

 
 
Контур с прямым и обратным ходом со-
стоит из увеличенного в два раза количе-
ства точек: 0...2 1n M= − , nM

c
n zz −= 2 . 

Аппроксимация траектории с обратным 
ходом контура путем усечения дискретно-

го преобразования Фурье определяется 
прямым и усеченным обратным преобра-
зованием Фурье в соответствии со сле-
дующими соотношениями:   

 

∑
−

=






 ⋅

π
−=

12

0
exp

2
1 M

n

c
n

c
k nk

M
iz

M
F ,        (3) 

∑∑
−

−==






 ⋅

π
+






 ⋅

π
=

12

20
expexp

M

uMk

c
k

u

k

c
k

cu
n nk

M
iFnk

M
iFz .    (4) 

Соотношения (3) и (4) представляют 
собой математическую модель движения 
схвата манипулятора по сглаженной ра-
зомкнутой траектории, которая образуется 
из суммы сравнительно небольшого числа 
пространственных гармоник. Известны ал-
горитмы быстрого прямого и обратного 

усеченного преобразования Фурье, кото-
рые позволяют их реализовать в системах 
реального времени. 

Среднеквадратическая и максималь-
ная радиальная ошибки аппроксимации 
траектории контуром с обратным ходом 
определяются по следующим формулам: 
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Соотношения (5) и (6) позволяют 
оценить точность аппроксимации траекто-
рии предложенным методом. Формула (5) 
предпочтительнее для обобщенной оценки 

качества аппроксимации. Оценка по фор-
муле (6) нужна в том случае, когда задана 
максимальная погрешность для траектории 
движения инструмента. 

   
Результаты численного эксперимента по оценке точности аппроксимации 
 
         Соотношения (1)-(4) позволили про-
вести численный эксперимент по оценке 
эффективности предложенного алгоритма 
для обратного хода контура при получении 

замкнутой траектории. На рис. 2 приведе-
ны результаты аппроксимации разомкну-
той траектории по формулам (1)-(2) и (3)-
(4) для контура, состоящего из 223 точек. 
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а)      б) 

 Рис. 2. Результаты аппроксимации траектории при усечении ДПФ до 20 пар гармоник из 223 (446):  
а - для разомкнутого контура; б - для замкнутого обратным ходом контура 

 
Сравнение рис. 2а и 2б позволяет 

увидеть, что аппроксимацию на основе со-
отношений (1)-(2) нельзя признать удовле-
творительной из-за больших ошибок ап-
проксимации, сравнимых с размерами кон-
тура, в окрестности конечных точек траек-
тории. В то же время модель (3)-(4) позво-
ляет получить приемлемые по точности 
результаты аппроксимации во всех точках 
траектории. 

Вариация величины параметра усе-
чения позволяет утверждать, что преиму-
щество предложенного алгоритма аппрок-
симации на основе дополнения траектории 
обратным ходом контура сохраняется при 
любых значениях этого параметра. Зави-
симость среднеквадратической ошибки 
аппроксимированной траектории от пара-
метра усечения вычислена по формуле (5) 
и приведена на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Зависимость величины среднеквадратической ошибки  

от числа пар гармоник аппроксимации 
 
Результаты численного эксперимента по оценке параметров движения схвата 

Значения скорости и ускорения схва-
та при его движении по запланированной 
траектории являются основными характе-
ристиками, определяемыми с помощью 
модели движения схвата. Целесообразно 
предположить, что на перемещение схвата 
из одной точки контура в другую, сосед-

нюю точку затрачивается одинаковое вре-
мя t∆  при прохождении всех точек траек-
тории. В таком случае компоненты вектора 
скорости перемещения схвата можно при-
близительно оценить следующими вели-
чинами:

( ) txxVx jjj ∆−= −1 ,         (7) 

( ) tyyVy jjj ∆−= −1 .         (8) 
Следует заметить, что рекуррентные 

формулы (7) и (8) требуют предваритель-
ного задания скорости в начальной точке. 
В данной работе начальные скорости при-

равнены к нулю: 000 ==VyVx . Результа-
ты вычисления модуля скорости движения 
схвата 22

jjj VyVxV +=  при движении по 
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аппроксимированной предложенным выше методом траектории приведены на рис. 4. 

 
Рис. 4. Модуль скорости в различных точках траектории 

 
На полученном графике хорошо вид-

но наличие участков разгона и торможения 
схвата соответственно в начале и конце 
разомкнутой траектории. Между участка-
ми разгона и торможения поддерживается 
относительно высокая скорость движения 
схвата. Подобный характер изменения 
скорости присущ двухкоординатным ма-
нипуляторам, имеющим привод на шаго-
вых двигателях. 

Ускорение схвата при движении по 
разомкнутой траектории вычисляется на 

основе результатов вычисления скорости 
по формулам (5)-(6) с использованием сле-
дующих соотношений: 

( ) tVxVxAx jjj ∆−= −1 ,  

( ) tVyVyAy jjj ∆−= −1 . 
Результаты вычисления модуля уско-

рения движения схвата 
22
jjj AyAxA +=  по аппроксимиро-

ванной траектории приведены на рис. 5. 

  
Рис. 5. Модуль ускорения в различных точках траектории 

 
Анализ полученного эксперимен-

тального результата показывает, что в на-
чальной и конечной точках траектории 
модуль ускорения схвата не равен нулю, 
что соответствует наличию рывка в ука-
занных точках. Скачок ускорения интер-
претируется как мгновенное приложение 

силы к объекту и является нежелательным 
явлением при управлении манипулятора-
ми. Однако в случае применения шаговых 
двигателей рывок с ограниченной величи-
ной ускорения можно считать допустимым 
и регулировать его величину программ-
ными методами. 

  
Заключение 

Предложенный метод обратного об-
хода для разомкнутой траектории движе-
ния схвата манипулятора позволяет полу-
чить аппроксимированную траекторию с 
погрешностью менее одного дискретного 
шага задания траектории. Кроме того, 

движение схвата вдоль аппроксимирован-
ной разомкнутой траектории может осу-
ществляться с плавным нарастанием ско-
рости в начальной точке и плавным 
уменьшением скорости в конечной точке. 
Перечисленные факторы создают условия 
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для корректного планирования и управле- ния движением манипулятора. 
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