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Аннотация. Произведена оценка параметров контактного взаимодействия инженерных поверхностей и их фрак-

тальных моделей. Фрактальные модели очень хорошо описывают геометрическую структуру шероховатости, адекватны 
исходным инженерным поверхностям и имеют случайную составляющую при моделировании, которая позволяет каждый 
раз генерировать новую поверхность с исходными геометрическими параметрами, что даёт возможность проводить ис-
следование контактного взаимодействия поверхностей необходимое количество раз. При решении контактных задач шеро-
ховатых поверхностей обычно для упрощения расчётов используют замену исходного контакта на взаимодействие гладкой 
поверхности с поверхностью, имеющую эквивалентную шероховатость, которую требуется определить. В работе изложе-
ны принципы нахождения фрактальной размерности инженерных поверхностей, а также эквивалентной поверхности при 
её контакте с гладкой, сопряжение которых эквивалентно контакту исходных поверхностей. При этом в настоящей рабо-
те показано, что для анизотропных исходных поверхностей имеем совершенно разные параметры контактного взаимодей-
ствия при разном направлении их сочетания, что необходимо учитывать при анализе и моделировании. Оценка фрактальной 
размерности эквивалентной поверхности производилась с помощью известного метода «периметр-площадь», который при 
определении параметров контактирования, включая фрактальную размерность, позволяет учесть направление следов обра-
ботки. Таким образом, в настоящей работе представлена методика определения фрактальной размерности как поверхно-
сти, так и фрактального объекта – карты пятен контакта, а также установлен диапазон изменения отношения фактиче-
ской площади контакта к площади максимального пятна и предложена процедура оценки фрактальной размерности, необ-
ходимой для определения параметров контактного взаимодействия шероховатых поверхностей. 
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Abstract. Contact interaction ability rating for engineering surfaces and their fractal models is carried out. Fractal models 
describe roughness component geometry properly, they are adequate to the initial engineering surfaces and possess a random com-
ponent when modeled, which makes it possible to generate a new surface with the desired geometric parameters at all times, allow-
ing the study of the contact interaction of surfaces to be carried as many times as necessary.  When solving contact problems of 
rough surfaces for simplification of calculations, the replacement of the initial contact with the interaction of a smooth surface with a 
surface having an equivalent roughness, necessary to be determined, is usually used. The paper outlines the principles of finding the 
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fractal dimension of engineering surfaces, as well as an equivalent surface in contact with a smooth one, when the conjugation of 
both is equivalent to the contact of the initial surfaces.  At the same time, it is shown in this work that for anisotropic initial surfaces 
there are completely different parameters of contact interaction in different directions of their combination, which must be taken into 
account in the analysis and modelling.  The fractal dimension of the equivalent surface was done using the well-known "perimeter-
area" method, which, when determining the contact parameters, including the fractal dimension, allows taking into account the di-
rection of the processing traces.  Thus, this paper presents a method for determining the fractal dimension of both the surface and the 
fractal object, and also a contact spots map, an area ratio turndown for the actual contact area to the area of the maximum spot is 
shown as well, a procedure for estimating the fractal dimension necessary to determine the parameters of the contact interactions of 
rough surfaces, is proposed. 
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Известны способы определения фрак-

тальной размерности профиля инженерной по-
верхности и самой поверхности [1]. Кроме того, 
рассмотрен подход к оценке фрактальной раз-
мерности соединения, которая зависит от фрак-
тальных размерностей сопряженных поверхно-
стей. Разработанный алгоритм и соответствую-
щая программа позволяют оценить фракталь-
ную размерность поверхности с помощью пока-
зателя Херста и метода «периметр-площадь» 
(рис. 1).  

 

 
 
Рис. 1. К оценке фрактальной размерности 
 
Fig. 1. For the assessment of the fractal dimension 
 

Размерность по Херсту дает значение, 
равное 1,257 (для поверхности 2,257) вдоль 
одного направления и в перпендикулярном 
направлении – 1,249 (2,259). Практически 
можно считать данную поверхность изотроп-
ной. Оценка по методу «периметр‒площадь» 
дает близкий результат и составляет 2,325. 

На рис. 2 показаны выделенные пятна 
контакта, среди которых отмечено пятно, 
имеющее максимальную площадь aL. 

 
 
 
Рис. 2. Пятна контакта 
 
Fig. 2. Contact spots 
 

Площади пятен контакта являются пло-
щадями среза выступов на каком-то определен-
ном уровне. На самом деле при определении 
площади пятна контакта следует учитывать со-
стояние контакта: упругое, упругопластическое 
или пластическое. Так, при упругом контакте 
площадь физического контакта оказывается в 
два раза меньше, чем при пластическом. При 
оценке фрактальной размерности это обстоя-
тельство не принимается во внимание, однако 
при оценке параметров контактного взаимодей-
ствия состояние контакта учитывается в уравне-
нии размерного распределения площадей пятен 
контакта. 

 
Параметры эквивалентной шероховатой по-

верхности 
 

Расчет параметров контактного взаимо-
действия шероховатых поверхностей обычно про-
изводится путем адекватной замены на взаимо-
действие гладкой поверхности с эквивалентной 
шероховатой. Взаимодействие шероховатых по-
верхностей при малых нагрузках сопровождается 
формированием отдельных пятен, размеры и 
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форма которых зависят от параметров шерохова-
тости сопряженных тел и направлением следов 
обработки (рис. 3 и рис. 4). 
 

 
а)                                                    б)                                                                                           

 

 
в) 

 
Рис. 3. Контактное взаимодействие шероховатых по-
верхностей с взаимно перпендикулярными следами 
обработки (а), пятна касания (б), зазор по линии (в), ука-
занной на карте пятен касания (б) 
 
Fig. 3. Contact interaction of rough surfaces with mutually 
perpendicular processing traces (a), contact points (b), gap 
along the line (c) indicated on the map of contact points (b) 

 

   
         а)                                                     б) 

                                                                                    
Рис. 4. Контактное взаимодействие шероховатых 
поверхностей с совпадающими следами обработки 
(а), пятна касания (б) 
 
Fig. 4. Contact interaction of rough surfaces having 
matching traces of processing (a), contact points (b) 
 

Схема приведения к эквивалентной ше-
роховатой поверхности представлена на рис. 5. 
Используем понятие первичная поверхность 
(primary surface), т. е. поверхность, не подвер-
женная фильтрации и не зафиксированная в ви-
де профилограммы (2D образ) или в 3D пред-
ставлении. Математически первичная поверх-
ность описывается уравнением Вейерштрасса-
Мандельброта.

                         µ1, E1, H, Rq1, D1, Sm1                                                E, Rq, D, Sm 

 
                       µ2, E2, Hmin, Rq2, D2, Sm2                                               Hmin 

 
Рис. 5. Схема приведения к эквивалентной поверхности 
 
Fig. 5. Scheme of resulting in an equivalent surface 

Используем понятие первичная поверх-
ность (primary surface), т. е. поверхность, не 
подверженная фильтрации и не зафиксирован-
ная в виде профилограммы (2D образ) или в 3D 
представлении. Математически первичная по-

верхность описывается уравнением Вейер-
штрасса-Мандельброта.  

В работе [2] приведена зависимость ор-
динат поверхности относительно срединной 
плоскости в виде: 
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где 𝑧𝑧(𝑥𝑥,𝑦𝑦) – ординаты поверхности;                        
DS – фрактальная размерность поверхности    
(2,0 < DS < 3,0; DS = D + 1,0); γ – параметр мас-
штаба, определяющий спектральную плотность и 
самоаффинность (γ > 1,0); L – длина, характери-
зующая наличие фрактальности; ∅1𝑛𝑛– случайная 
фаза равномерно распределена на отрезке [0, 2π]; 
M – количество вершин выступов на  
рассматриваемом участке поверхности;  
nmax = int[lg(L/LS)/lgγ] – целое число верхнего 
предела суммы; LS – длина, соответствующая 
размеру щупа; γ𝑛𝑛1 = 1

𝐿𝐿
.  

Случайная фаза используется для того, 
чтобы исключить совпадения частот в каждой 
точке профиля. Фрактальный параметр G явля-
ется высотным масштабным показателем, не 
зависящим от частоты. некоторые фрактальные 
поверхности показаны на рис. 6. 
                         

 
DS = 2,2 

 

 
DS = 2,5 

 

 
DS = 2,7 

 
Рис. 6. Поверхности с разной размерностью 
 
Fig. 6. Surfaces with different dimensions 

Сопряжения двух фрактальных поверх-
ностей, имеющих разные размерности, можно 
привести к сопряжению гладкой поверхности с 
поверхностью, имеющую эквивалентную шеро-
ховатость. Предлагается процедура такой заме-
ны, которая заключается в следующем. Площа-
ди сформированных пятен контакта подверга-
ются анализу. При этом фрактальная размер-
ность определяется с помощью метода «пери-
метр-площадь».  

Для анализа соотношения периметр-
площадь выделим характерный «остров» – пят-
но контакта (рис. 7). 

 

 
 
Рис. 7. Пятно контакта 
 
Fig. 7. Contact spot 

Процедура определения фрактальной размерно-
сти клеточным методом представлена на рис. 8. 
 

 
Рис. 8. Покрытие фрактального объекта сеткой с 
квадратными ячейками (Paul S. Addison) 
 
Fig. 8. Covering a fractal object with a grid with square 
cells (Paul S. Addison) 
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Запишем соотношение «периметр-площадь» в 
виде: 

𝑅𝑅(δ) =
𝑃𝑃1/𝐷𝐷

√𝐴𝐴
,                                (1) 

 

где P – периметр; A – площадь; 𝑅𝑅(δ) – параметр, 
зависящий от масштаба измерения (размера 
квадратной ячейки); D – фрактальная размер-
ность (1,0 <  D  < 2,0).  

Учитывая, что периметр определяется 
выражением: 

 
𝑃𝑃(δ) = 𝑐𝑐δ1−𝐷𝐷[𝐴𝐴(δ)]𝐷𝐷/2,  

 
запишем соотношение (1) следующим образом: 
 

𝑅𝑅(δ) =
𝑃𝑃1/𝐷𝐷

√𝐴𝐴
= 𝑐𝑐1/𝐷𝐷δ(1−𝐷𝐷)/𝐷𝐷,             (2) 

 
где с – коэффициент. 

Изменение периметра при разной длине 
квадратной ячейки следует зависимости: 

 

�
𝑃𝑃(δ1)
𝑃𝑃(δ2)�

1/𝐷𝐷

= �
𝐴𝐴(δ1)
𝐴𝐴(δ2)�

1/2

�
δ1
δ2
�

(1−𝐷𝐷)/𝐷𝐷

. 

 
Соотношение (2) выражает условие са-

моподобия «островов» как фрактальных объек-
тов. При этом размер δ должен быть достаточно 
малым, чтобы можно было проводить анализ 
малых пятен. 

Прологарифмировав уравнение (2), по-
лучим: 

 
1
𝐷𝐷 lg𝑃𝑃(δ1) −

1
2 lg𝐴𝐴 = lg �𝑐𝑐1/𝐷𝐷δ

(1−𝐷𝐷)
𝐷𝐷 � 0. 

 
Преобразовав полученное выражение, 

запишем: 

lg𝐴𝐴(δ) = −2𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑐𝑐
1
𝐷𝐷δ

(1−𝐷𝐷)
𝐷𝐷 �+

2
𝐷𝐷 lg𝑃𝑃(δ).   (3) 

Зависимость «периметр-площадь» в 
двойных логарифмических координатах пред-

ставляет собой прямую линию, угловой коэф-
фициент которой равен 1/D.  

Анализ выражения (3) показывает, что 

величиной −2lg �𝑐𝑐
1
𝐷𝐷δ

(1−𝐷𝐷)
𝐷𝐷 � можно пренебречь, 

приняв с = 1,0 и δ = 1,0, тогда: 
 

𝐷𝐷 =
2lg𝑃𝑃(δ)
lg𝐴𝐴(δ) . 

 
После покрытия пятна сеткой с квадрат-

ными ячейками производят подсчет числа ячеек, 
покрывающих площадь и относящихся к пери-
метру 

 
𝐴𝐴(δ) = 𝑁𝑁𝐴𝐴δ2;   𝑃𝑃(δ) = 𝑁𝑁𝑃𝑃δ. 

 
После определения фрактальной размер-

ности для нескольких пятен находят арифмети-
ческое среднее значение, которое соответствует 
размерности эквивалентной шероховатой по-
верхности Deq.  

Таким образом, фрактальная размерность 
эквивалентной шероховатой поверхности опре-
деляется как: 

 

𝐷𝐷𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 =
1
𝑛𝑛�
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𝑛𝑛
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    𝐷𝐷𝑒𝑒𝑒𝑒 =
1
𝑛𝑛�𝐷𝐷𝑖𝑖

𝑛𝑛
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. 

 
Здесь фрактальная размерность                  

поверхности по Б. Мандельброту DS = D + 1,0;  
2,0 < DS  < 3,0. 

Найденная фрактальная размерность дает 
основание считать, что несущая способность 
двух шероховатых поверхностей соответствует 
несущей способности гладкой поверхности с 
эквивалентной шероховатой. 
 

Параметр фрактальной шероховатости 
 
Параметр фрактальной шероховатости G 

эквивалентной шероховатой поверхности опре-
деляется из соотношения: 

 

𝑅𝑅𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞2 = �𝑅𝑅𝑞𝑞12 + 𝑅𝑅𝑞𝑞22 � =
𝐺𝐺2�𝐷𝐷𝑒𝑒𝑒𝑒−1�𝐿𝐿𝑚𝑚2�2−𝐷𝐷𝑒𝑒𝑒𝑒�

sin �π �
2𝐷𝐷𝑒𝑒𝑒𝑒 − 3

2 �� Γ�2𝐷𝐷𝑒𝑒𝑒𝑒 − 3�
,  

 
где Rq – среднее квадратичное отклонение орди-
нат профиля шероховатой поверхности (индек-
сы относятся к сопряженным поверхностям);  

Lm – базовая длина профиля  (800 мкм);  
Г – интеграл Эйлера второго рода. 

Радиус сферических сегментов, набор 
которых с разной высотой представляют собой 
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модель поверхности. Радиус эквивалентной по-
верхности найдем с помощью спектральной 

плотности мощности (PSD) для каждой из по-
верхностей. В этом случае имеем: 

 

𝑆𝑆𝑖𝑖(ω) =
𝐺𝐺𝑖𝑖
2(𝐷𝐷𝑖𝑖−1)

2ln(γ) ω−(5−2𝐷𝐷𝑖𝑖);   γ = 1,5;    ω𝐿𝐿 =
1
𝐿𝐿𝑚𝑚

≤ ω ≤ ω𝐻𝐻 =
1
𝑙𝑙0

, 

 
где Di – фрактальная размерность каждой из со-
пряженных поверхностей; 𝑙𝑙0 – наименьший из-
меряемый шаг профиля.  

Определим четвертый спектральный мо-
мент: 

 

𝑚𝑚4 = � ω4
ω𝐻𝐻

ω𝐿𝐿

𝐺𝐺𝑖𝑖
2(𝐷𝐷𝑖𝑖−1)

2ln(γ) ω−(5−2𝐷𝐷𝑖𝑖)𝑑𝑑ω =
𝐺𝐺𝑖𝑖
2(𝐷𝐷𝑖𝑖−1)

4𝐷𝐷𝑖𝑖ln(γ) �ω𝐻𝐻
2𝐷𝐷𝑖𝑖 − ω𝐿𝐿

2𝐷𝐷𝑖𝑖�. 

 
Радиус верхней части выступа выразим как: 

 

𝑅𝑅𝑖𝑖 =
3√π

8√𝑚𝑚4
, 𝑖𝑖 = 1, 2.  

 
Приведенный радиус будет равен 

 

𝑅𝑅𝑒𝑒𝑒𝑒 = �
1
𝑅𝑅1

+
1
𝑅𝑅2
�
−1

. 

 
Пример. Пусть D = D1 = 1,53; Rq1 = 1,315 мкм. 

Эти параметры позволяют определить  
Gi = 6,76·10-3 мкм, тогда:  

 

𝑚𝑚4 =
(6,76 ∙ 10−3)2(1,53−1)

4ln(1,5) ∙ 1,53 ��
1
4
�
2∙1,53

− �
1

800�
2∙1,53

� = 2,902 ∙ 10−5 мкм−2.  

 
В этом примере радиус оказывается равным 

𝑅𝑅1 =
3√π

8�2,902 ∙ 10−5
≅ 123 мкм. 

 
Дополнительные параметры: 

– модуль упругости: 
 

𝐸𝐸 = �
1 − μ12

𝐸𝐸1
+

1 − μ22

𝐸𝐸2
�
−1

,  

 
где μ – коэффициент Пуассона; 
– среднее квадратичное отклонение профиля: 
 

𝑅𝑅𝑞𝑞 = �𝑅𝑅𝑞𝑞12 + 𝑅𝑅𝑞𝑞22 ;  

 
– арифметическое среднее:  
 

𝑅𝑅𝑎𝑎 = 𝑅𝑅𝑞𝑞�2 π⁄ ;   
 
– шаг по средней линии: 

𝑆𝑆𝑚𝑚 =
𝑅𝑅𝑎𝑎

��𝑅𝑅𝑎𝑎1𝑆𝑆𝑚𝑚1
�
2

+ �𝑅𝑅𝑎𝑎2𝑆𝑆𝑚𝑚2
�
2

. 

Оценка фрактальной размерности по пара-
метрам контактного взаимодействия 

 
Рассмотрим контакт двух поверхностей (рис. 9). 

 

 
Рис. 9. Карта пятен контакта 
 
Fig. 9. Map of contact spots 

 
При сближении шероховатых поверхно-

стей формируется фактическая площадь контак-
та (ФПК), состоящая из дискретных пятен раз-
ных размеров. Считается, что при увеличении 
сближения поверхностей площадь среднестати-
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стического пятна практически остается посто-
янной, однако при росте фактической площади 
контакта растет и площадь максимального пятна 
aL (рис. 2). Известная зависимость ФПК от пло-
щади максимального пятна и фрактальной раз-
мерности характеризуется выражением: 

 

𝐴𝐴𝑟𝑟 =
𝐷𝐷

𝐷𝐷 − 1𝑎𝑎𝐿𝐿 ,   1,0 < 𝐷𝐷 < 2,0.  
 

Функцию 𝐷𝐷
𝐷𝐷−1

,𝐷𝐷 ∈ [1,1 … 1,9] можно пред-
ставить в виде степенной зависимости с индек-
сом детерминации R2 = 0,8654: 

 

𝐷𝐷
𝐷𝐷 − 1 = 10,33𝐷𝐷−2,66. 

 

Тогда получим: 
 

𝐴𝐴𝑟𝑟
𝑎𝑎𝐿𝐿

= 10,33𝐷𝐷−2,66. 
 

Фрактальная размерность в этом случае 
равна 

𝐷𝐷 = 2,406 �
𝐴𝐴𝑟𝑟
𝑎𝑎𝐿𝐿
�
−0,376

.   
 

Пример. Пусть ФПК равна 
𝐴𝐴𝑟𝑟 = 0,64  мм2 и площадь максимального пятна 
 𝑎𝑎𝐿𝐿 = 0,0078. Фрактальная размерность оказы-
вается равной 𝐷𝐷 = 1,415. 

Влияние отношения фактической площа-
ди к площади максимального пятна показано на 
рис. 10 

 
Рис. 10. Зависимость фрактальной размерности от 𝑨𝑨𝒓𝒓

𝒂𝒂𝑳𝑳
 

 

Fig. 10. Dependence of fractal dimension on 𝑨𝑨𝒓𝒓
𝒂𝒂𝑳𝑳

 
 

Анализ зависимости, представленной на 
рис. 10, показал значительное влияние отноше-
ния фактической площади контакта к площади 
максимального пятна. Установлен диапазон из-
менения рассматриваемого отношения, при ко-
тором соблюдается условие 1,0 < D < 2,0.  

Точность оценки фрактальной размерности су-
щественно зависит от точности определения 
фактической площади и площади максимально-
го пятна контакта. 

 
Процедура определения параметров кон-

тактного взаимодействия 
 
Грубая оценка отношения 𝐴𝐴𝑟𝑟 𝑎𝑎𝐿𝐿  ⁄ может 

быть дана при известной фактической площади 
контакта, используя карту пятен касания и под-
считав их число. Тогда, разделив ФПК на число 
пятен, получаем среднюю площадь пятна 𝑎𝑎ср. 
Максимальную площадь пятна найдем по фор-
муле:  

𝑎𝑎𝐿𝐿 = 𝑘𝑘𝑎𝑎ср, 
где 𝑘𝑘 ≅ 3,0. 

Такой подход оправдан известным утвер-
ждением [3 – 11]: рост ФПК при увеличении нор-
мальной на стык нагрузки происходит в основном 
за счет роста пятен контакта, высоты неровностей 
поверхностного слоя которых имеют вероятност-
ное распределение.  

В ряде случаев требуется получить более 
точную оценку ФПК и площадь максимального 
пятна. В этом случае эти площади можно опреде-
лить, например, с помощью метода Монте-Карло. 

 
Выводы 

 
Разработана методика определения фрак-

тальной размерности как поверхности, так и 
объекта – карты пятен контакта. Установлен 
диапазон изменения отношения фактической 
площади контакта к площади максимального 
пятна. Предложена процедура оценки фракталь-
ной размерности, необходимой для определения 
параметров контактного взаимодействия шеро-
ховатых поверхностей. 
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