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Аннотация. Реализован анализ, уточнение и обобщение существующей эмпирической математической модели 

закона изменения силы трения от времени на случаи самопроизвольных изменений состояния фрикционного контакта 
твёрдых тел. С использованием адгезионно-деформационной теории трения построена феноменологическая модель 
зависимости силы трения от времени и пути, учитывающая самопроизвольные изменения состояния фрикционного 
контакта. Разработанная модель позволяет реализовывать интерпретацию эмпирических параметров и характери-
стик переходов с молекулярно-механической точки зрения. 
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Abstract. The analysis, model revisited and the generalization of the existing empirical mathematical model of the force 
variation law depending upon time in case of spontaneous changes in the state of the friction contact of solids, is completed. 
Using the adhesion-deformation theory of friction, a phenomeno-logical model of friction force dependence on time and sliding 
distance, is constructed, taking into account spontaneous changes in the state of frictional contact. The developed model makes 
it possible to interpret the transition empirical parameters and characteristics  from a molecular-mechanical point of view. 
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Многие закономерности внешнего тре-
ния скольжения в связи с действием огромного 
количества факторов, и сложности процесса 
трения трудно поддаются математическому 
моделированию и, в ряде случаев, не имеют 
адекватного математического описания. Дан-
ная проблема создаёт дополнительные трудно-
сти для выявления и последующего практиче-
ского использования закономерностей трения 
при проектировании, изготовлении, эксплуата-
ции, ремонте машин и приборов для снижения 
энергетических потерь на трение и повышения 
их надёжности [1, 2]. Ключевыми факторами 
являются нагрузка, скорость, температура, 
продолжительность пребывания пары трения в 
состоянии покоя, время. Другие факторы взаи-
мосвязаны с перечисленными факторами и в 
комплексе воздействуют на процесс трения, 
который ещё более усложняется при самопро-
извольных изменениях состояния фрикцион-
ного контакта. Механизм внешнего трения 
тесно связан с природой внутреннего трения, а 
именно, с не упругостью и вязким сопротивле-
нием контакта [3]. С этой точки зрения работы 
[3], как трение скольжения, так и трение покоя 
должно характеризоваться динамическим моду-
лем, энергией активации процесса трения, вре-
менем релаксации и др., которые изменяются 
при самопроизвольных изменениях состояния 
поверхностей. 

В случае трения покоя фрикционные 
связи могут находиться в контакте как угодно 
долго, при этом сила трения покоя меняется в 

зависимости продолжительности контакта, что 
отражено в формуле И.В. Крагельского, выве-
денной с использованием уравнения Максвелла 
– Ишлинского [3, 4, 7, 8]: 

0( ) exp( ),fs fs fs fs rg sF F F F k t∞ ∞= − − ⋅ − ⋅  (1) 

где Ffs – сила трения покоя; fsF ∞   – сила трения 
покоя при st →∞ ; 0fsF   – сила трения покоя при 

0st → ;   rgk  – константа, характеризующая рео-
логические свойства материала и геометрию по-
верхностей; ts –  время неподвижного контакта 
твёрдых тел. 

Формула (1) после простых преобразова-
ний приводится к следующему виду: 

    01 1 exp( ) .fs
fs fs rg s

fs

F
F F k t

F∞
∞

  
= − − ⋅ − ⋅      

 
 
(2) 

Костерин Ю.И. в работе [5, стр. 65] пока-
зал, что сила трения покоя может быть опреде-
лена по эмпирической формуле [3]: 

           1 exp( ) ,fs fs rg sF F k t∞  = − − ⋅   (3) 

в этом случае справедливо соотношение 
0fs fsF F ∞ , поэтому отношением данных вели-

чин в (2) можно пренебречь, при этом сила тре-
ния покоя fsF ∞  у Костерина Ю.И. нелинейно 
зависит от нормальной нагрузки. 

Зависимости (2) и (3) подтверждаются 
экспериментальными результатами различных 
исследователей [3, 5 – 8 и др.]. Графики функ-
ции (3) при различных значениях параметров 
приведены на рис. 1. 

 

  
Рис. 1. Графики функции (3) при различных значениях параметров 

 
С другой стороны, Кудинов В.А. в работах 

[9, 15] предложил формулу, аналогичную по 
форме (3), но для описания зависимости силы 
трения скольжения от времени [3, 15]: 

* * 1 exp ,f N
d

tF f F
k

  
= ⋅ ⋅ − −  

  
               (4) 
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где *f −  установившееся значение коэффици-
ента трения скольжения (по Леонардо да 
Винчи – Амонтону); *

NF −фиксированная нор-
мальная нагрузка; dk − константа, равная вре-
мени передеформирования поверхностей тре-
ния при постоянной скорости скольжения; t −
время. 

Бартенев Г.М. отметил, что формальное 
сходство у зависимостей силы трения (3) и (4) 
для статического и динамического контактов 
может являться одним из обоснований для пе-
рехода от зависимости силы трения по времени 
к зависимости по скорости [3]. 

С нашей точки зрения время передефор-
мирования поверхностей трения в действи-
тельности зависит от реологических свойств 
материала, геометрии поверхностей и наличия 
на поверхностях частиц износа, поэтому (4), по 
аналогии с (3) правильнее записать следую-
щим образом: 

( )1 exp .f fst rgF F k t = ⋅ − − ⋅ 
  (5) 

где fstF −  величина установившегося значения 

силы трения; rgk − коэффициент, характеризу-
ющий реологические свойства материала, гео-
метрию поверхностей в процессе их переде-
формирования, а также влияние частиц износа 
на фрикционное взаимодействие. 

Графики (5) имеют вид, аналогичный гра-
фикам (3), что также соответствует ряду экспе-
риментальных результатов (рис.2). 

 

        
Рис. 2. Графики функции (12) 
 

Следует отметить, что при скольжении 
происходят изменения состояния фрикцион-
ного контакта, существенно больше (частицы 
износа, разогрев и т.д.), чем при статическом 

контакте, поэтому можно считать, что даже на 
начальном этапе трения ещё до достижения си-
лой трения значения fstF  коэффициент rgk  за-
висит от пути трения. Примем, что коэффици-
ент rgk  для случая зависимости и независимо-
сти от перемещения определяется следующим 
образом: 

*
ψ ψ

, ( ) const,

v , ( ) const,
rg rg f

rg
f f rg f

k k l
k

k l k t k l

 == 
⋅ = ⋅ ⋅ ≠

 





 
 

(6) 

ψk − параметр (1/мс), характеризующий интен-

сивность приращения rgk , обусловленную из-
менением состояния фрикционного контакта 
при движении; fl − путь трения, *v f −фиксиро-
ванная (постоянная) скорость скольжения. 
Подставляя нижнюю часть (6) в (5), получим 
следующее уравнение: 

( )* 2
ψ1 exp v .f fst fF F k t = ⋅ − − ⋅ ⋅   (7) 

Графики функции (7) приведены на рис. 3, а. 
  

 
    а) 

 
     б) 

Рис. 3. Графики функций: 
a – (7) при различных значениях fstF ; б – сопоставление 
функций (7) и (14)  
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В случае зависимости rgk  от пути трения кри-
вые имеют сигмоидальный характер в интер-
вале [0; ]∞ (см. рис. 3, а), соответственно функ-
ция (7) может быть хорошо аппроксимирована 
следующей функцией [1, 2]: 

( )( ) ,
1 exp ψ

fst
f

t

F
F

t tΩ
=

+ − ⋅ −
 

 
(8) 

где ψt  – резкость фрикционного перехода от 
одного режима трения к другому (по времени); 
tΩ −  время, соответствующее максимальной 
интенсивности изменения силы трения. Со-
гласно работам [1, 2] параметр ψt  находится из 
соотношения: 

max4ψ ,t
t

fstF
⋅Ω

=  (9) 

где maxtΩ −  максимальная интенсивность изме-
нения силы трения по времени, 

соответствующая (8). Дифференцируя (7), 
находим интенсивность изменения силы тре-
ния по времени: 

( )* * 2
ψ ψ2 v exp v .t fst f fF k t k t Ω = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅   (10) 

Функция (10) имеет максимум при 
*

max ψ1/ 2 v ft t k= = ⋅ , соответственно: 
*

ψ
max

2 v
,

e
f

t fst

k
F

⋅ ⋅
Ω =  

 
(11) 

где e − основание натуральных логарифмов 
(число Эйлера). Подставляя (11) в (9) имеем: 

*
ψ2 v

ψ 4 .
e

f
t

k⋅ ⋅
= ⋅  

 
(12) 

Для отыскания параметра tΩ  исходим из 
того, что для функции (8) при 

/ 2f fstt t F FΩ= ⇒ = и положим данное условие 
справедливым для (7): 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

* 2
ψ

* 2 * 2
ψ Ω ψ

2
max* *

ψ ψ

1 exp v ,
2

1exp v , v ln 2 ,
2

ln 2 ln 2
, , 2 ln 2 .

v v

fst
fst f

f f

f f

F
F k t

k t k t

t t t t
k k

Ω

Ω

Ω Ω Ω

 ⋅ − − ⋅ ⋅ = ⇒ 

− ⋅ ⋅ = ⇒ ⋅ ⋅ = ⇒

= ⇒ = ⇒ =
⋅ ⋅

                 (13) 

 
Подставляя (12) и (13) в (8) получим: 

( )*
ψ

*
ψ

.
2 v ln 2

1 exp 4
e v

fst
f

f

f

F
F

k
t

k

=
  ⋅ ⋅
 + − ⋅ ⋅ − 

  ⋅  

                                          (14) 

Графики функций (7) и (14) приведены на 
рис. 3, б, откуда видно, что они практически 
совпадают. Отличие состоит в том, что при 
идентичных значениях параметров функция 
(7) выходит из нуля (красный график), а функ-
ция (14) близка к нулю при начале фрикцион-
ного взаимодействия. 

Параметр fstF  интерпретируем с точки 
зрения адгезионно-деформационной (молеку-
лярно-механической) теории трения. Согласно 
данной теории, сила трения складывается из 
двух составляющих [10, стр. 220]: 

 
,f fD fAF F F= +  (15) 

где FfD – деформационная составляющая силы 
внешнего трения; FfA – адгезионная составляю-
щая силы внешнего трения.  

Деформационная составляющая силы 
трения равна [10, стр. 214]: 

β ,fD d NF F= ⋅  (16) 

где βd  – деформационная составляющая коэф-
фициента трения (в нашем обозначении). Коэф-
фициент βd  выражается различным образом для 
упругого, упругопластического и пластиче-
ского контактов. Адгезионная составляющая 
силы трения равна [10, стр. 223]: 

0 0τ β β ,fA fA r a N a N fAF A F F F= ⋅ + ⋅ = ⋅ +      (17) 



Качество поверхностного слоя, контактное взаимодействие, трение и износ деталей машин  
Surface layer quality, contact interaction, friction and wear of machine parts 

 

Наукоёмкие технологии в машиностроении, №3 (141) 2023 
«Science intensive technologies in mechanical engineering», №3 (141) 2023 

где τfA0 – сдвиговая прочность адгезионной со-
ставляющей трения при нулевой нагрузке;         
Ar – фактическая площадь контакта; βa – пьезо-
коэффициент адгезионной составляющей тре-
ния; FfA0 – адгезионная составляющая силы 
внешнего трения при нулевой нагрузке. 

Подставляя (16) и (17) в (15) получим 
(для случая отсутствия отклонений от двучлен-
ного закона трения): 
 

( )0 0β β β β .f d N a N fA d a N fAF F F F F F= ⋅ + ⋅ + = + ⋅ +  (18) 
Поскольку fstF  есть установившееся зна-

чение силы трения при постоянной нагрузке и 

скорости скольжения, то можно записать: 
 

( ) *
0β β ,fst fDst fAst dst ast N fAF F F F F= + = + ⋅ +  (19) 

 

где ,fDst fAstF F − установившиеся во времени 
значения деформационной и адгезионной со-
ставляющей силы трения, 0 constfAF = ; 
β ,βdst ast −  соответствующие установившиеся 
во времени значения составляющих коэффици-
ента трения.  

С учётом (19) зависимость (14) можно пе-
реписать в следующем виде: 

 
( )

( )

*
0

*
ψ

*
ψ

β β
.

2 v ln 2
1 exp 4

e v

dst ast N fA
f

f

f

F F
F

k
t

k

+ ⋅ +
=

  ⋅ ⋅
 + − ⋅ ⋅ − 

  ⋅  

                                     (20) 

 
Полученные формулы (7), (14) и (20) вы-

ражают отклонения от закона (5) на начальном 
этапе фрикционного взаимодействия. В дей-
ствительности, в реальных экспериментах об-
наруживаются отклонения от (5), (7) и (20) по-
сле наступления стационарного режима, кото-
рые выражаются в плавных либо скачкообраз-
ных приращениях (фрикционных переходах по 

времени, переходных процессах) силы трения от 
одного постоянного значения к другому [1, 2]. 

Обобщение закона (7) на случай одного 
отклонения (фрикционного перехода по вре-
мени) выражается в виде суммы (7) и (20) с 
учётом приращений параметров в (20): 

 
( )( ) ( )

( )
( ) ( )

* * 2
0 ψ

*
0

*
ψ ψ

1*
ψ ψ

β β 1 exp v

β β
.

2 v ln 2
1 exp 4

e ( ) v

f dst ast N fA f

dst ast N fA

f

f

F F F k t

F F

k k
t t

k k

 = + ⋅ + ⋅ − − ⋅ ⋅ + 
∆ + ∆ ⋅ + ∆

+
  ⋅ + ∆ ⋅ + − ⋅ ⋅ − − ∆ 

  + ∆ ⋅  

                              (21) 

 
где ∆ − приращение параметров при фрикци-
онном переходе по времени; 1t∆ − длина от-
резка времени 1[ ; ]t tΩ Ω . 

С использованием вышеизложенного 
формулу (21) запишем более компактно: 

 

( ) ( )( )
1* 2

ψ
1 1

1 exp v .
1 exp ψ

fst
f fst f

t

F
F F k t

t tΩ

∆
 = ⋅ − − ⋅ ⋅ +  + − ⋅ −

                                (22) 

  
В случае отсутствия зависимости rgk  от 

времени первым слагаемым в (22) будет (5) это 

касается всего излагаемого ниже. Для случая 
одного перехода можно записать: 
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                     (23) 

Примеры графиков функции (22) для положительного и отрицательного приращения силы 
трения показаны на рис. 4. 

 

  
      а)                                                                                      б) 

Рис. 4. Примеры графиков функции (22): 
 a – положительное приращение fstF ; б – отрицательное приращение fstF  

 
Соответственно при 1 0fstF∆ = формулы 

(21) и (22) переходят в (7). Однако в ряде слу-
чаев в процессе реального фрикционного взаи-
модействия реализуется не один, но множество 

фрикционных переходов по времени [1, 2, 11 – 14], 
обусловленных самопроизвольными измене-
ниями состояния фрикционного контакта. Для 
случая нескольких фрикционных переходов 
формулу (21) запишем в следующем виде: 
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∑               (24) 

 
где n – количество фрикционных переходов 
(переходных процессов) по времени;             

it∆ − длина отрезка времени .[ ; ]it tΩ Ω . Компакт-
ная запись (24) имеет вид [1, 2]: 
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Пример графика функции (25) при n = 5 приведён на рис. 5. 
 

 
 

Рис. 5. Пример графика функции (25) при n = 5 [2] 
 
Установившееся (стационарное) значе-

ние силы трения после i-го фрикционного пе-
рехода по времени определяется следующим 
образом: 

. . .0
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, ,
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i
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= + ∆ =
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(26) 

Формула (25) хорошо согласуется со мно-
гими экспериментальными данными, однако и 
от неё наблюдаются отклонения (после сигмо-
идальных приращений), это выражается в том, 
что вместо постоянных параметров fstF  и 

.fst iF∆  стоят функции времени, что связано с 
непрерывным изменением состояния фрикци-
онного контакта: состава, структуры, физико-
механических свойств и шероховатости по-
верхностных слоёв. Влияние оказывает также 
концентрация и морфология частиц износа 
между трущимися телами. При наличии сма-
зочного слоя к перечисленному добавляется 
изменение состава и вязкости масла, его несу-
щей способности, окисление и т. п. 

Соответственно в наиболее общем случае 
формула (25) имеет вид: 
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где ( )fnsF t −функция, выражающая изменение силы трения во времени после начального сигмои-
дального роста; . ( )fns iF t∆ − приращения параметров функции ( )fnsF t . Функция (24) в общем случае 
имеет вид: 
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∑                 (28) 

 
Для перехода от зависимости силы тре-

ния от времени к зависимости от пройденного 
пути используем полученные аналогично (12) 
и (13) соотношения:  
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kΩ= ⇒ = ⋅ =                                           (29) 

 
где ψl −  резкость фрикционного перехода от 
одного режима трения к другому (по пути); 

fl Ω −  величина пути трения, соответствующая 

максимальной интенсивности изменения силы 
трения. В этом случае (27) и (28) приобретают 
вид: 
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                       (30) 

 
Чаще всего (25) выполняется при анализе 

опытных данных [1, 2], в ряде случаев оно вы-
полняется частично с отклонениями (после 
сигмоидальных приращений) только на неко-
торых отрезках времени или пути [1, 2]. Откло-
нения от (25) могут иметь как нелинейный, так 
и линейный характер. Чаще можно встретить 

линейные отклонения, а также нелинейные, ко-
торые хорошо приближаются линейными 
функциями. Примеры графиков зависимостей 
силы трения от времени (пути) с линейными и 
нелинейными отклонениями приведены на 
рис. 6. 

 

  
а)                                                                        б) 

Рис. 6. Примеры графиков функции (27): 
 a – ( )fnsF t и . ( )fns iF t∆ линейные функции; б – ( )fnsF t и . ( )fns iF t∆ нелинейные функции 

 
Неустановившееся (нестационарное) зна-

чение силы трения после i-го фрикционного 
перехода по времени (также и по пути) опреде-
ляется аналогично (26): 
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Функции (26) являются частными случа-
ями (31). В качестве примера приведём выра-
жение для функции, отражающей линейные 

изменения силы трения после сигмоидальных 
переходов, график которой обозначен буквой 
«А» (рис. 6, а): 

 
2 1 0,02(3 0,02 ) (1 exp( 0,1 ))

1 exp( 1,1( 35))
0,05 0,01 0,02 .

1 exp( 2( 65)) 1 exp( 5( 85))

f
tF t t

t
t t

t t

+
= − ⋅ − − + +

+ − −
−

+ +
+ − − + − −

                          (32) 

 
Из рис. 6, а и (32) легко видеть, что функ-

ции (31) линейны (пунктирные прямые на рис. 
6, а) и совпадают с соответствующими им 
участками линейного изменения силы трения 

после самопроизвольных изменений состояния 
фрикционного контакта. 
Функция, график которой изображён на рис. 6, 
б, имеет следующий вид: 

 

          

2
2 2

2 2

1 0,0021(0,002 3) (1 exp( 0,1 ))
1 exp( 3( 30))

1 0,0002 0,1sin( ) 1 0,0001 0,1sin( ) .
1 exp( 3( 55)) 1 exp( 3( 75))

f
tF t t

t
t t t t

t t

−
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                            (33) 

 
Из рис. 6, б и (33) видно, что функции (31) 

нелинейные (пунктирные кривые на рис. 6, б), 
за исключением j = 3 и совпадают с соответ-
ствующими им участками нелинейного изме-
нения силы трения. Зависимость (33) не встре-
чалась в экспериментальных исследованиях, 
но приведена в качестве примера того, что 
даже весьма сложные зависимости силы тре-
ния от времени (пути), которые встречаются в 
опыте (а таковые есть и могут появляться), 
вполне могут быть аналитически описаны. 

В наших исследованиях наиболее часто 
встречаются зависимости типа (25), которые 
выражают изменения состояния фрикционного 
контакта и последующего сохранения на неко-
торый интервал времени нового его состояния 
[1, 2]. Несколько реже встречаются зависимо-
сти типа (27) (соответственно и (30)) с линей-
ными функциями при первом слагаемом и в 
числителях суммируемых дробей, которые вы-
ражают интенсивные (сигмоидальные) измене-
ния состояния фрикционного контакта и следу-
ющие за ними линейные изменения (с постоян-
ной интенсивностью), что можно характеризо-
вать как приспособляемость пары трения [1, 2]. 
Зависимости типа (27) включающие нелиней-
ные функции (31) встречаются ещё реже, но в 
силу высокой сложности процесса трения, о 
которой говорится в большинстве публикаций 
данной тематики, их также необходимо 

использовать для описания фрикционного вза-
имодействия. 

Формулы (27) и (28) выражают эмпири-
ческий закон изменения силы внешнего трения 
скольжения во времени при самопроизвольных 
изменениях состояния фрикционного кон-
такта. Формулы (30) выражает данный закон от 
пути трения.  

В результате проведённого исследования 
можно сделать следующие выводы: 

1. Реализован анализ, уточнение и обоб-
щение существующей эмпирической математи-
ческой модели изменения силы трения от вре-
мени на случаи самопроизвольных изменений 
состояния фрикционного контакта твёрдых тел, 
что позволяет получать аналитические пред-
ставления весьма сложных экспериментальных 
зависимостей. 

2. С использованием адгезионно-дефор-
мационной теории трения построена феномено-
логическая модель зависимости силы трения от 
времени и пути, учитывающая самопроизволь-
ные изменения состояния фрикционного кон-
такта, что позволяет реализовывать интерпрета-
цию эмпирических параметров и характеристик 
с молекулярно-механической точки зрения. 

3. Показано, что функции (31), выражаю-
щие изменение силы трения после фрикцион-
ных переходов, самостоятельно аппроксими-
руют соответствующие им участки графика 
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силы трения от времени и пути, что позволяет 
при поэтапном анализе процесса рассматривать 
не всю полученную зависимость в целом, а от-
дельные её компоненты. 
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